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Tópicos de Matemática Aplicada se destina principalmente a estudantes dos 
cursos de Administração de Empresas, Ciências Contáveis e Economia. Por 
essa razão, trata-se de um livro que não pretende abordar exaustivamen- 
te todos os conteúdos de Matemática Aplicada, mas, sim, concentrar-se 
naqueles que são de uso mais frequente no cotidiano desses profissionais. 


Foi elaborado segundo os programas de Matemática Aplicada utilizados por 
grande parte das instituições de ensino superior e visa apresentar a maioria 
dos tópicos de Matemática que são necessários para uma boa formação dos 


administradores de empresas, dos contabilistas e dos economistas. 


Cada um dos capítulos versa sobre um conteúdo de maneira simples e cla- 
ra, apresentando os conceitos matemáticos relativos ao assunto em ques- 


tão, seguidos de exemplos resolvidos e exercícios propostos. 


É um livro que possui uma linguagem de fácil compreensão, abordando 
os tópicos de forma progressiva e lógica, a fim de possibilitar um estudo 
agradável. As definições conceituais que propomos estão ancoradas nos 
estudos realizados ao longo de nossa carreira acadêmica e profissional na 


área, bem como nas fontes referenciadas no final da obra. 


Um bom estudo a todos. 
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Conjuntos 


Um dos importantes conceitos da matemática é o de conjunto. No entanto, 
trata-se de um conceito primitivo, isto é, tem o sentido usual de coleção ou 
totalidade de elementos, não precisando, portanto, ser definido com base 


em outros conceitos matemáticos. 


Pode-se imaginar como definição de um conjunto todo agrupamento de 
objetos, flores, números, animais ou mesmo pessoas, desde que os seus 
componentes tenham alguma característica em comum. 


Os objetos que constituem um conjunto são chamados ELEMENTOS DO 
CONJUNTO. Os conjuntos são indicados, em geral, pelas letras maiúsculas 
do alfabeto latino, e os seus elementos, pelas letras minúsculas ou por 
algarismos. 


A notação usual para um conjunto consiste em escrever seus elementos 
separados por vírgulas e entre chaves. Assim, o conjunto A, cujos 
elementos são as letras a, b e c, é indicado por: 


A - la, b, d 


Outra forma muito utilizada de representar um conjunto é por meio de um 
desenho, denominado de DIAGRAMA DE VENN. Trata-se do desenho de uma 
linha fechada, dentro da qual se escrevem, em qualquer ordem, os elemen- 
tos do conjunto. Coloca-se o nome do conjunto ao lado da linha fechada. 


Veja a representação do conjunto B das vogais do alfabeto latino: 


B 


A relação de pertinência é indicada pelos símbolos e (pertence) e £ (não 


pertence). É importante ressaltar que, para a utilização desses símbolos, 


lo art 184 do Código Penal. 
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deve-se perceber que, ao lado esquerdo do símbolo, deve constar um 
elemento de um conjunto e, ao lado direito, um conjunto. Observe: 


elemento e conjunto 
ou 
elemento ¢ conjunto 
Para expressar o fato de que a letra a é um elemento do conjunto A, é escrito: 
a e A (lê-se: o elemento a pertence ao conjunto A) 
Da mesma forma, se o elemento d nào é elemento do conjunto A, é escrito: 


d £ A (lê-se: o elemento d não pertence ao conjunto A). 


Dados dois conjuntos A e B, podemos dizer que o conjunto A é subconjunto 
do conjunto B quando todo elemento do conjunto A for também elemento 
do conjunto B. 


Para expressar esse tipo de relação, deve-se utilizar o conceito de inclusão, 
representado pelos símbolos c (está contido) e y (não está contido). 


É importante lembrar que a relação de inclusão só pode ser utilizada entre 
dois conjuntos. Assim, deve-se notar que, ao lado esquerdo do símbolo, 


deve constar um conjunto e, ao lado direito, um outro conjunto. Observe: 
conjunto c conjunto 
ou 
conjunto q conjunto 
A notação da situação exposta inicialmente é representada por: 
A c B (lê-se: o conjunto A está contido no conjunto B). 


Se o conjunto A está contido no conjunto B, tal fato indica que A é um 
subconjunto de B. 


No caso em que A nào é subconjunto de B, escreve-se: 


A q B (lê-se: o conjunto A não está contido no conjunto B). 
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EXEMPLOS: 


e Sejao conjunto A = (1, 2, 3} e o conjunto B = {0, 1, 2, 4, 3). Então, A c B, 
pois todo elemento do conjunto A é também elemento do conjunto B. 


e Sejao conjunto A = (2, 4, 5) e o conjunto B = (1, 4, 5). Então A cz B, pois 
2cAe2gB. 


Dois conjuntos A e B são iguais quando possuírem os mesmos elementos. 
Assim, os conjuntos: 


e A={2,4, 3}e B=(2, 4, 3} são conjuntos iguais, porque possuem os mes- 
mos elementos; 


e A={0,1}e B=(0, 2} são chamados de conjuntos distintos, pois não têm 
os mesmos elementos; 


* A={4,5, 6} e B - (4, 6, 5} são conjuntos iguais. 


nto definido por uma 


Um símbolo que represente indistintamente qualquer um dos elementos 
de um conjunto recebe o nome de vARIÁVEL no conjunto. Assim, se A é o 


conjunto 
A= {2, 3,4, 5), 


a notação x € A significa que x pode assumir qualquer dos valores: 2, 3, 4 
ou 5. Portanto, x é uma variável do conjunto A. 


Os elementos de um conjunto A que satisfazem a uma dada propriedade 


constituem um subconjunto de A, definido por essa propriedade. 


Por exemplo, seja A = (2,3, 4,5, 6). O conjunto B = (2, 4, 6) é o subconjunto 
de A constituído pelos elementos de A que são números pares. Pode-se 
escrever que: 


B=(xeA | xé par) 


(lê-se: B é o conjunto dos elementos x pertencentes a A tais que x é um 
número par). O fato “x é par” é a propriedade comum aos elementos do 


conjunto B, utilizada para explicitar os seus elementos. 


derá ser reproduzida por qualquer melo ou forma sem a prévia autorização da Editora Ibpex. A violação dos direitos autorais é crime estabelecido na Lei nº 9.610/1998 e punido pelo art. 184 do Código Penal. 
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De modo análogo, se o conjunto A for A = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9), então 


pode-se escrever que: 


B=(xeA | x é par) = (2, 4, 6, 8} 
C=(xeA | x é impar) = (1, 3, 5,7, 9] 
D=(xeA | xé múltiplo de 3) = (3, 6, 9] 
E=(xeA |x<3)=(1, 2, 3) 

F=(xeA | x<3)= (1, 2) 
G=(xeAl|x+1=6)=(5) 


H=(xeA | x<10) = (1, 2,3, 4,5,6,7,8, 9 ou H=A 


Observa-se que todos os elementos de A sáo números positivos. Entáo, o 


subconjunto 


I=(xeA Ix«0l 


não tem elementos, ou seja, é um conjunto vazio. Para indicar que I é um 


conjunto vazio, utilizamos a simbologia I= Ø ou I - ( ). 


Assim, tem-se: 


J=(xeA|x>10)=2 


EXEMPLOS 


13 10 
Seja U i 2105-774 s. Explicitar os elementos de cada 


24 3 
um dos conjuntos seguintes: 


Y={xeUlx<0} 
Resposta: Y = {-2, -5] 
Z=([xeUlx<o0) 


Resposta: Z = (-2, 0, —5] 
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1 1 A ST 
2. SejaU=3-1, ?' 2, 4, 3' 5t. Verificar se são iguais os seguintes con- 


juntos: 

A=(xeUlx+1=3)eB=[(xe Ul2x-3=1) 
Resposta: Sim, A =B. 
A=(xeUlx<0eB=(xeUlx+1=0) 


Resposta: Sim, A = B. 


Sejam A e B subconjuntos de um mesmo conjunto E. 


União ou reunião 


A união ou reunião dos conjuntos A e B é umnovo conjunto formado pelos 
elementos de E que pertencem ao conjunto A ou ao conjunto B. 


A união de A e B será indicada pela notação A U B (lê-se: A união B). 
Assim: 
AUB-ÍíxeEIxeAouxe Bl 


OBSERVAÇÃO: é conveniente lembrar que não se repete um elemento, caso 
ele pertença aos dois conjuntos que estão sendo unidos. 


Nas figuras abaixo, a parte pintada representa a união dos conjuntos A e B. 


autorais é crime estabelecido na Lei nº 9.610/1998 e punido pelo art. 184 do Código Penal 
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EXEMPLOS: 
e A=(34,5)eB=(0,1,3)>AUB=(0, 1, 3, 4, 5) 


e A=(1,0,2)eB=(-1,0,5) >AUB=(-1, 0, 2, 5) 


0, 
1 1 
e A=(0, 5:5 5])eB- {-1, 0, 2, 4)  AUB- [-1,0, 71245 


PROPRIEDADES DA UNIÃO 
* AUB-BUA (propriedade comutativa) 
e (AUB)UC=AU(BUC) (propriedade associativa) 
e AUA=A 
e AUG-A 


e AUE-E,seAcE 


Interseção 


A interseção dos conjuntos A e B é o conjunto dos elementos de E que per- 


tencem simultaneamente aos dois conjuntos. 


A interseção dos conjuntos A e B será indicada pela notação A n B (lê-se: A 
interseção B ou A inter B). 


Assim: 
AnB=(xeElxeAexeB) 


Nas figuras seguintes, a parte pintada é a interseção dos conjuntos A e B. 


E 


IN 
x 
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EXEMPLOS: 
e A-14,5,6] e B = (2, 4, 0, 6) = AnB - (4, 6] 
e A=[(-1,0,2, 5] e B = {-1, 0, 5) = AnB - (-1, 0, 5] 


. A=15,0,4,5] e BELL ze AnB=[0,4 


PROPRIEDADES DA INTERSEÇÃO 

e AnB-BnA (propriedade comutativa) 

e (ANBINC=AN(BNO) (propriedade associativa) 

* AnA-A 

* ANØ=Ø 

e AnE=A,seAcE 

e AU(BnC)-(AUB)n(AU OC) (propriedade distributiva) 


e An(BUC)-(AnB)u(An OC) (propriedade distributiva) 


Diferenca 


A diferença entre dois conjuntos é um terceiro conjunto formado pelos 


elementos do primeiro conjunto que não pertencem ao segundo conjunto. 


Assim, a diferença A — B é o conjunto dos elementos de E que pertencem 


ao conjunto A e não pertencem ao conjunto B. Escreve-se: 
A-B=(xeElxeAexeB: 


Nas figuras seguintes, a parte pintada indica a diferença de A e B. 


Nenhuma parte desta publicação poderá ser reproduzida por qualquer meio ou forma sem a prévia autorização da Editora Ibpex. A violação dos direitos autorais é crime estabelecido na Lei nº 9.610/1998 e punido pelo art. 184 do Código Penal. 


EXEMPLOS: 


e A=[(1,3,4,5) e B=[1, 2, 4) > A-B=(3,5) 

e A-[,05,1]) e B=005,24 => A-B-H1) 

e A=[3,4,5) e B=[1, 2, 6) > A-B-A 

e A-[0, 1,2] e B=(-1,0,1,2,3) >  A-B-6 
Complementação 


Se A está contido em B, a diferença B — A recebe o nome de COMPLEMENTAR 


DE À EM RELAÇÃO A B. 

A 
A notação C, indica o complementar de A em relação a B. 
Assim: 


A 
C, =B-A=(xeElxeBexzA) 


A 
Na figura abaixo, a parte sombreada representa C ^ 


A 
C,-=9 


A 
Em particular, C, =E-A e, nesse caso, a notação fica reduzida a AC. 
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EXEMPLOS: 


A 

e A=(456) e B=(0,1,24,5,6,7) > C, =B-A=(0,1,2,7) 
A 

e A-(,23) e B={1,0,4 3,6,2} > C, =B-A=(0, 4 6) 
A 

e A=(0,8,10) e B=(1,0,8, 10) > C, =B-A=(1) 


PROPRIEDADES DA COMPLEMENTAÇÃO 


Se ACE, tem-se: 


e ACnA=D 
e (QC-E 

e (AVUA=E 
e (E9=%2 

e (A9C-A 


Outras propriedades 


Se A e B são subconjuntos de E, tem-se: 


e (ANB)"=ACUBC 
Essas propriedades são as leis de De MorcaN'. 


e (AUB)'- A*nB* 


Produto cartesiano 


Dados os conjuntos A e B, o objeto (a, b), em que a e A e b e B, recebe o 
nome de PAR ORDENADO, de primeiro elemento a e segundo elemento b. 


Dizemos que os pares ordenados (a, b) e (c, d) são iguais se, e somente se, 
a=ceb=d. 


O conjunto de todos os pares ordenados (a, b) coma e A e b e Brecebe o 
nome de PRODUTO CARTESIANO de A e B. O produto cartesiano de A e B será 


indicado pela notacáo: 
A X B (lê-se: A cartesiano B ou A vezes B) 
Assim: 


AXB=((a,b)lac Aebe B) 


* Augustus de Morgan (1806-1871), filho de família inglesa, nasceu na Índia. Foi professor de 
Matemática da Universidade de Londres. 
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EXEMPLOS: 


e A-(0,1) e B-(3,4 >  AXB=((0, 3) (0, 4), (1,3), (1, 4)] 


* A-[51 e B=44) > AXB={(5, 4, (1, 9) 


e A=(5) e B=(01,2 > AXB-((50), (5,1) (5,2) 


1. Determine a uniáo dos conjuntos dados abaixo: 
a) A=(0,3,5,7)e B = (7, 9, 12, 15) 

b) C=(0, 2, 1, 5} e D=(-1, 0, 1, 2) 

c) E= {0, 1, 2, 4} e F = {-1, 0, 1, 3} 

,1,0)e H=(5, -1) 

e) I={-2, 2, 4, 6, 8) e J = (3, 2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6) 
2. Determine a interseção dos conjuntos dados abaixo: 
a) A= {0, 3, 5,7} e B= {7, 9, 12, 15} 

b) C= (0, 2, 1, 5} e D = {-1, 0, 1, 2} 

c) E= {0, 1, 2, 4} e F = {-1, 0, 1, 3} 

d) G={ i , 1, 0) e H= (5, -1) 


e) I = {-2, 2, 4, 6, 8) e J = C3, —2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} 


3. Dados os conjuntos abaixo, determine a diferença entre eles, na ordem 


em que foram dados: 
a) A= {0, 3, 5, 7} e B = (7, 9, 12, 15} 
b) C= {0, 2, 1, 5} e D=(-1, 0, 1, 2} 
c) E= (0, 1,2, 4} e F = (-1, 0, 1, 3} 
d) G={ i , 1, 0} e H ={5, -1) 


e) I = {-2, 2; 4, 6, 8) e J = C3, -2, -1, 0, 1, 2; 3, 4, 5, 6) 
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Com base na figura dada abaixo, responda do 4º ao 8º exercícios. 
B C 


4. Quais os únicos números que nào fazem parte da união dos conjuntos 
A, B, CeD? 


5. Quais os elementos do conjunto C N Dn E? 

6. Quais os elementos da diferença B — E? 

7. Quais os elementos do conjunto (A UB) n (C - D? 

8. Quais os elementos do conjunto (B n A) n (CU DU E)? 

9. Determine o conjunto complementar de A em relação a B quando: 
a) A ={-1, 1, 3, 5} e B = (3, 2, 1, 0, 1, 2, 3, 4, 5) 

b) A- (7,8, 11, 12, 15) e B = (5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15] 

10. Qual o produto cartesiano dos conjuntos dados abaixo? 

a) A=(1,2)e B= (3, 4) 


b) C=15,1,0)eD=(5,-1) 
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Teoria dos números 


Para estudar a teoria dos números, com todas as suas aplicações e opera- 
ções, é necessário, primeiramente, conhecer como os números se classifi- 


cam e, com base nessa classificação, separá-los em CONJUNTOS NUMÉRICOS. 
Os conjuntos numéricos existentes são: 

* conjunto dos números naturais; 

* conjunto dos números inteiros; 


* conjunto dos números racionais; 


o art. 184 do Código Penal 


* conjunto dos números irracionais; 
* conjunto dos números reais; 
* conjunto dos números complexos. 


Nos próximos itens, será feito um exame separado de cada um desses 


conjuntos. 


Conjunto dos números naturais 


O conjunto dos números naturais é simbolizado pela letra N. 


Esse conjunto representa os números positivos juntamente com o zero. Sua 
representação é: 


alquer meio ou forma sem a 


N=(0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, ..] 


Geometricamente, o conjunto dos números naturais pode ser representa- 
do ordenando-se seus elementos em uma reta orientada, conforme o grá- 


fico a seguir: 


B 
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Conjunto dos números inteiros 


O conjunto dos números inteiros é representado pela letra Z. Sáo os núme- 
ros naturais acrescidos dos números negativos. Sua representação é: 


Z =1..., 4, 8, -2,-1, 0, 1, 2, 3, 4, ...) 


OBSERVAÇÕES: 


e Os números positivos podem ser escritos com ou sem o sinal à sua frente. 
Assim: +3 = 3 ; +2 =2 etc. 


e O conjunto dos números naturais N é um subconjunto do conjunto dos 


números inteiros. 
NcZ 


+ Os números que se encontram à mesma distância do zero, em uma re- 


presentação gráfica, são denominados NÚMEROS OPOSTOS. Assim: 
+5 é o oposto de —5; 
+4 é o oposto de -4; 
+n é o oposto de —n. 


e MÓDULO OU VALOR ABSOLUTO DE UM NÚMERO INTEIRO é a distância desse 
número até o valor zero, em uma representação gráfica. Na prática, basta 
pegar o valor do número desprovido de seu sinal. A notação matemática 
para mostrar que se está trabalhando com o módulo de um número é a 
sua colocação entre duas barras verticais. Dessa forma, tem-se: 


| +5 | =5 (lê-se: o módulo de +5 é igual a 5) 
|-4 | =4 (lê-se: o módulo de -4 é igual a 4) 


A representação gráfica do conjunto dos números inteiros é: 


Conjunto dos números racionais 


Se ao conjunto dos números inteiros forem acrescentadas as frações, posi- 


tivas e negativas, obtém-se o conjunto dos números racionais, que é sim- 


bolizado pela letra Q. 
: 5 1.3,3 E z . . 
Assim, — d ar dis etc. são números racionais. 


Como é impossível representar numericamente todos os valores que 
pertencem ao conjunto dos números racionais, pode-se expressar esse 
conjunto como: 
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Q-[xix- B, coma Zb Zeb+0) 


E oportuno salientar que podem ser representados por meio de números 


racionais (frações) os seguintes tipos de números: 
e todos os decimais exatos; 

e todas as dízimas periódicas; 

e todos os números inteiros; 

e todos os números naturais. 


Assim, sabe-se que: 


e ZcQ 
* NcQ 
* NcZcQ 


E possível verificar, matematicamente, que entre dois nümeros racionais 


sempre vai existir um outro nümero racional. 


A representação gráfica do conjunto dos números racionais sobre uma reta 


orientada pode ser visualizada por meio do gráfico a seguir: 


Conjunto dos números irracionais 


Os números irracionais são números que não podem ser escritos sob a 


forma de uma fração. 


O conjunto dos números irracionais é representado pela letra I e são nú- 


meros decimais infinitos e não periódicos. 


São exemplos de números irracionais: 


e 42-14142135... 
e 48 =1,7320508... 
e n=3,1415926535... 


e. -42 =-1,4142135... 


art 184 do Código Penal 


eitos autorais é crime est 
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E possível dizer que fazem parte do conjunto dos números irracionais, 
além do número x, todas as raízes não exatas e todos os decimais infinitos 
e não periódicos. 


Assim, a representação do conjunto dos números irracionais pode ser: 


E T soey CA A Das A RA, 


Conjunto dos números reais 


O conjunto dos números reais é simbolizado pela letra R e abrange todos 
os números racionais unidos com os números irracionais. Assim, pode-se 


o art. 184 do Código Penal 


representar o conjunto dos números reais por: 
R=QuI=ixlxeQouxe] 
Dessa forma, são números reais: 
e todos os números irracionais; 
e todos os números racionais; 
e todos os números inteiros; 
e todos os números naturais. 


Assim, é fácil perceber que: 


e ICR 
* QCR j 
* ZcR 
* NCR 


* NcZcQcm 


B 
3 
2 
5 
2 


Conjunto dos números complexos 


O conjunto dos números complexos, representado pela letra C, é constituído 
por todos os números que podem ser representados da forma (a + b . i), em 


que a e b são números reais e i é a unidade imaginária, ou seja, i = v-1. 


Portanto, o conjunto dos números reais é um subconjunto do conjunto dos 
números complexos. 
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Assim, pode-se dizer que: 


REC 


A representação da relação existente entre todos os conjuntos e seus ele- 


mentos pode ser visualizada por meio do seguinte diagrama: 


elativos 


Número relativo é qualquer número positivo ou negativo. Logo, procura- 

-se, com o nome de RELATIVO, dar a ideia de que os números podem ser 
tanto positivos quanto negativos. A única exceção é o número zero, que 
é considerado NEUTRO, não tendo sentido atribuir um sinal, positivo ou 
negativo, a ele. 


o art. 184 do Código Penal 
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1. Determine, relacionando seus elementos, os seguintes conjuntos: 
a) A-[(xeNI 1<xx<6) 

b) B=(xeZI|-3<x <4} 

co) C=(xe NI -2<x<1) 


2. Caracterize, por meio de uma propriedade comum, os seguintes con- 
juntos: 


a) A=[1,3,5,7,9,...) 


b) B = (..., —50, -40, -30, -20, -10, 0, 10, 20, 30, 40, 50, ...] 
c) C- 10,2, 4, 6, ..., 100) 


Seja R o conjunto dos números reais, Q o conjunto dos números racionais, 
Z o conjunto dos números inteiros e N o conjunto dos números naturais. 
Utilize essas informações para responder aos exercícios 3, 4 e 5, dados a se- 


guir, classificando as afirmações dadas em VERDADEIRAS (v) OU FALSAS (F). 
3. ( )(QUN)cR 

4. ( ) (QAN =Z 

5.()(ZnN)cQ 


Observe o diagrama dado a seguir: 
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Com base nesse diagrama, responda se são VERDADEIRAS (V) OU FALSAS (F) as 


afirmações da questão de número 6 até a de número 10. 

6. ( ) Asoma (c+ d) sempre será um número natural. 

7. ( ) O produto (b . c) sempre será um número real. 

8. ( ) Oquociente (a : d) sempre será um número complexo. 

9. ( ) Asoma de c com o seu oposto produzirá sempre um número natural. 


10.( ) A subtração (b - c) será sempre um número inteiro. 


lo art 184 do Código Penal. 
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Operações com números relativos 


U 
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Na adição de dois números relativos, deve-se considerar dois casos: 
a) os números têm o mesmo sinal; 
b) os números têm sinais diferentes. 


Quando os números têm o mesmo sinal, somam-se os seus módulos e 
atribui-se ao resultado o sinal comum. 


EXEMPLOS: 
e (+5)+ (+9) =+14 ou 14 
e (3+(-5)=-8 


Quando os números tém sinais contrários, subtraem-se seus módulos e 
atribui-se ao resultado o sinal do número de maior módulo. 


EXEMPLOS: 
e (41)+(-12)=+0u5 


e (+4)+(216)=-12 


ração 


Na subtração ou diferença de dois números relativos, deve-se somar o pri- 


meiro número com o simétrico do segundo. 
EXEMPLOS: 


e (55)-(3)- (+5) + (53) = +2 ou 2 


e (45) - (3) = (+5) + (+3) = +8 ou 8 


* (5) (53) = (55) + (43) =-2 


e. (5)-63)= (=) + (3) =-8 


OBSERVAÇÃO: quando se opera com diversos números relativos, primei- 
ramente, somam-se todos os positivos entre si e todos os negativos entre si. 
Por fim, aplica-se a regra vista anteriormente. 
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EXEMPLOS: 


e 13+5-8+2-4-7=+20-19=+10ul 


e -2+11-14-5+6-7+6-12+13-2-21 =+36-63 =-27 


Para a multiplicação ou produto de dois números relativos, multiplicam- 

-se os módulos e atribui-se ao resultado o sinal positivo (+), se os dois nú- 
meros possuírem sinais iguais, e o sinal negativo (-), se os dois números 
possuírem sinais contrários. A mesma regra é utilizada para a divisão de 
dois números relativos. 


EXEMPLOS: 

e (413). (+3) = 439 ou 39 
e (45). (-8) - -40 

e (4312): (92) 246006 

* (2100): (-25) = +4 ou 4 


e (33). (-2). (5) = -30 


e (-10). (-3) = 430 ou 30 
e (23). (46) - -18 

e (435): (-7)-—5 

e (52) : (42) - 26 


e (-1).(*6).(-7) = +42 ou 42 


Número primo é aquele que só é divisível por ele mesmo e pela unidade. 
Os números primos são: 2,3, 5, 7, 11, 13, 17, 19,23 etc. 


Fazer a decomposição em fatores primos é transformar um determinado 
número dado em um produto de números primos. Para isso, usa-se um 
dispositivo prático: 
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e 30-2.3.5 30 |2 


e 252=2.32.7 252 


ON 
(65) 
N 0 UNN 


NAL 


Mínimo múltiplo comum 


O mínimo múltiplo comum (m.m.c.) é o menor múltiplo comum a todos 


os números dados. 
Para o cálculo do m.m.c., utiliza-se o algoritmo mostrado a seguir. 
Calcular o mínimo múltiplo comum dos números dados: 


e m.m.c. (12,16, 45) 22*.32.5 =720 


Algoritmo: 

12, 16, 45,2 
6 8 45|2 
3, 4 45|2 
3, 2, 45 |2 
3, 1, 4543 
1 1, 15,3 
l1 1, 515 
1, 1, 1 
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e m.m.c. (4, 8, 15, 20) 22.3.5 =120 
Algoritmo: 


8, 15, 20 
4, 15, 10 
,2, 15, 5 
1 15, 5 
1, 5 
1, 1 


O1 CQ N N N 


Operações com números racionais 


Para operar com números racionais relativos — as frações —, utilizam-se as 


mesmas regras vistas para as operações com números inteiros relativos. 


Definição de fração 


Fração é um quociente indicado em que o dividendo é o numerador e o 
divisor é o denominador. 


EXEMPLOS: 


3 => numerador 


4 — denominador 


5 > numerador 
8 => denominador 


T 
e| gs 
I 
E 
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8 
=> =1 
8 


OBSERVAÇÕES: 


A fração é chamada PRÓPRIA quando o numerador é menor que o deno- 


minador. 


EXEMPLOS: 


A fracáo é chamada IMPRÓPRIA OU ORDINÁRIA quando o numerador é maior 


que o denominador, sendo possível representá-la por um número misto. 


EXEMPLOS: 


A fracáo é chamada APARENTE quando o numerador é múltiplo do deno- 


minador. 


EXEMPLOS: 


Multiplicando-se ou dividindo-se os termos de uma fração por um mesmo 


número diferente de zero, obtém-se uma fração equivalente à inicial. 


EXEMPLOS: 
1 13.3 
2 2.3 6 
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Para efetuar a soma algébrica de frações, deve-se, em primeiro lugar, redu- 
zi-las ao mesmo denominador. Para tanto, calcula-se o mínimo múltiplo 
comum dos denominadores. Divide-se, então, o m.m.c. obtido pelo deno- 
minador antigo e multiplica-se o resultado pelo numerador antigo, para se 
obter o novo numerador. 


EXEMPLOS: 
1 1 1 6+4-3 7 
e. + = 
2 3 4 12 12 
1 3 4 1-9+16-24 16 4 y : : T 
di cR uw 2- 15 E vg (depois de feita a simplificação) 


Para efetuar a multiplicação de frações, deve-se multiplicar os nume- 
radores entre si e os denominadores entre si. 


EXEMPLOS: 


14 4 
m E 


21 3.2.1 6 1 : : : rs n ce 
Cm (- J D a NCC RN (depois de feita a simplificação) 


Para efetuar a divisão de frações, deve-se multiplicar a fração dividendo 


pelo inverso da fração divisora. 


EXEMPLOS: 
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É um caso especial de multiplicação em que todos os fatores são iguais. 


Multiplicando um número a e R por ele mesmo, tantas vezes quantas es- 
tiverem indicadas em seu expoente n e R, obtém-se: 


a”= a.a.ad....a 
————————— 


n vezes 
Ao número a dá-se o nome de BASE e ao número n dá-se o nome de EXPOENTE. 
ExEMPLOS: 

e a.a-g 

e a.a.a-a? 


e a.a.a.a=aí 


Casos especiais 
1. Toda base a elevada ao expoente 0 é igual a 1. 
a'=1 
2. Toda base a elevada ao expoente 1 é igual à própria base. 
al-a 


3. Uma base qualquer a elevada a um expoente negativo -n é igual ao 


inverso da base com o expoente positivo. 


-n 


1 
a” -—-,comazÜ 
a 


e 
E] 
$ 
3 
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Propriedades da potenciação 


e A potência de um número positivo é sempre positiva. 


EXEMPLOS: 
(+2)? = +8 
(5) 2 425 


e A potência de um número negativo é positiva se o expoente for par. 


EXEMPLOS: 
(2) =+4 
(5) = +625 


e A potência de um número negativo é negativa se o expoente for ímpar. 


ExEMPLOS: 
(-5)} = -125 
(74)? = —64 


e Oquociente de dois números, elevado a um dado expoente n, é igual ao 
numerador elevado a n dividido pelo denominador elevado a n, sendo 
que este deve ser diferente de zero, ou seja: 


n n 
B - 2 N 
b b” 
EXEMPLOS: 
Bl E E 
4) 4 64 
8i SP 
2) 2 32 
e O produto de dois números, elevado a um dado expoente n, é igual ao 


primeiro fator elevado ao expoente n multiplicado pelo segundo fator 


elevado ao expoente n, ou seja: 
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ExEMPLOS: 
(a.by-a^.a" 
[(+3) . (+4)? = (43). (+4)? = 41.728 


[71). 65)P = (7 1y.. (45) 2 425 


1. Produto de poténcias de mesma base 


Ao multiplicar poténcias de mesma base, conserva-se a base e somam-se 
os expoentes. 


a”. am =artm 
2. Quociente de potências de mesma base 


Na divisão de potências de mesma base, conserva-se a base e subtraem-se 


os expoentes. 


n 


a E 
—=a" ",comaz0 
a 


3. Poténcia de poténcia 


Para elevar uma poténcia a outra poténcia, conserva-se a base e multi- 
plicam-se os expoentes. 


(an)jm= arm 
EXEMPLOS: 

o (28=922:8-92 22 22=2.2.2.2.2.2=2 

e 22,22 22?z-25 pois 2?.2*=(2.2).(2.2.2)=2* 


ge A ¿A 39 9.) 
E =2 =2 SA pois zz E =2 


OBsERVAÇÃO: fazendo uso dessas propriedades, pode-se explicar por que 
um número elevado ao expoente zero é igual à unidade. Veja o exemplo: 


p? "Em 23 2.2.2 
zd > fazendo-se simplificações, tem-se: 3=>5 - 
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3 
2> utilizando-se o quociente de potências de mesma base, tem-se: 


Como a operação inicial foi a mesma, e se chegou ao mesmo resultado, 
pode-se afirmar que: 2º=1. 


O uso de notação científica — as potências de 10 — tem larga aplicação na 
maioria dos campos da ciência. 


Observe os exemplos dados abaixo: 
10º = 1.000 
5.10? = 5.000 


38.000 = 3,8 . 10* 


vis == A -10? 
1000 10 
00045 = 22 - E -45.10? 
1000 10 


5 . 10* = 0,0005 


0,02 . 0,003 . 4.000.000 = (2 . 107) . (3 . 10%) . (4. 105) = 24 . 10! = 240 


3 
2008. E o 96 23 1000 
0,000002 2.109 2 
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Denomina-se RAIZ DE ÍNDICE n (OU RAIZ N-ÉsIMA) de A o número ou ex- 


pressão que, elevado à potência n, reproduz A. 


A > radicando 
n > índice 


n ES n. 
VA -xex"'-A em que pude 


J > radical 


EXEMPLOS: 


e Y8=-222=8 


(+9)? = 81 


e J81=+90u-96 
(9? =81 


e Y 64=-4>9(4 =-64 


4-16 e R(náo existe número real que, elevado ao quadrado, resulte em -16). 


Analisando os quatro exemplos anteriores, pode-se deduzir que: 


a) se o índice do radical é um número ímpar, a sua raiz é única e tem o 
mesmo sinal do radicando; 


b) os números negativos não têm raiz de índice par no campo dos núme- 
ros reais; 


c) se o índice do radical é par, os números positivos têm sempre duas 
raizes reais diferentes e simétricas. 


É possível retirar um fator do radical. Para tanto, basta que se divida o 
expoente do radicando pelo índice do radical. 


n/ E 
aP =aM n 
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EXEMPLOS: 


e 438 2384232 29 e 135% 2=325.Y2 =45/2 
o 4180 =422.3?.5=2.34/5 - 645 o J2" —3/22.22 —23 322 —8. 3/4 


Reciprocamente, para introduzir um fator no radical, multiplica-se o ex- 


poente do fator pelo índice do radical. 


a. Yb - Va? b 
EXEMPLOS: 


* 332-3322 - 8/54 e 22 4/5 - 285 = 4/1280 


Adição e subtração de radicais semelhantes 


Radicais de mesmo índice e mesmo radicando são chamados de RADICAIS 
SEMELHANTES. Na adição e/ou subtração de radicais desse tipo, operam-se 
os coeficientes e conserva-se o radical. 


aYb + Vb =(a+)Yb 


EXEMPLOS: 


* 3424542 -1042 2 842 - 1042 = -242 


e 2x3 +633 -533 -Y3 =9Y3 — 63/3 = 33⁄3 


e [84 18 -432 2422 «32.2 - 25 2242 «342 -4/2 = 42 


Multiplicacáo (ou divisáo) de radicais de mesmo índice 


Multiplicam-se (ou dividem-se) os radicandos e dá-se ao produto (quo- 
ciente) o índice comum. 


Va. Yb = Va.b 
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EXEMPLOS: 


e 42.43 - 42.3 - J6 e J3. 542 - 43.5.2 = V30 
Je fe e 15% 453 15 
EA Y E E 


Potenciacáo de radicais 


Eleva-se o radicando à potência indicada e conserva-se o índice. 


(ar - am" 


EXEMPLOS: 
o (22.3) 2325.32 =Y14 e (437-433 - 427 


Radiciação de radicais 


Multiplicam-se os índices e conserva-se o radicando. 


n/m/a E ma 
EXEMPLOS: 
e. vz = 2.2/5 = 4f? . V J5 = 258 
Expoente fracionário 


Uma poténcia com expoente fracionário pode ser convertida em uma raiz 
cujo radicando é a base da potência, o índice é o denominador do expoente 
e o numerador é o expoente do radicando. 


EXEMPLO: 


1 
> a2 - Jal - a 
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1. Calcule o resultado das somas algébricas (adições e subtrações) dadas 
abaixo: 


a) 5+3-7= 
b) 2-8+3= 


c) -1-4-6+2-5= 


2. Calcule o resultado das multiplicações e divisões dadas abaixo: 
a) 5.(4)= 

b) (55) . (77) = 

o) (2). (6). (-4) = 

d) 402: (-2) = 

e) (200) : (-25) = 

f) 4.4). C3) = 

3. Calcule o valor das expressões numéricas dadas abaixo: 


a) (-1+3-7).(2-8)= 


b) 2+3.4-2.5-4):(-1)= 

c) (0,5) . 0,2 . (1, 3) = 

d) 2.(3-2[2-4(3.2:6)+2])+1= 

e) 8- (20 [(— + 4) : (-65)] + 2 (-5)) = 

4. Calcule o mínimo múltiplo comum dos números dados abaixo: 
a) 36 e 60 

b) 18, 20 e 30 

c) 12, 18 e 32 


d) 3, 4, 25 e 60 
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5. Transforme em número misto: 


5 12 105 


6. Transforme em fração ordinária: 


435. b -5f o 122 
5 7 11 
7. Simplifique as frações: 
sE jð yZ 
36 96 162 
8. Efetue 
1 1 2 5 
aj Spn 
5 10 3 2 
b) 11 211 
2.6 3 4 


TE 
TE 
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9. Determine o valor numérico da expressão dada abaixo: 
(1 24. 2 7 é) 
o 3f U4 87 


10. Calcule o valor numérico da expressão numérica dada abaixo: 


0,5+—+— 

¡E e (Z) 
2 17 
3 


B 
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11. Calcule o resultado de: 
a) 112 

b) 0,0075º 

c) 12? 


d) Y 


12. Aplicando as propriedades das potências, calcule: 


a) (23º 


c) 4:4 
d) 22.28.35 
e) (697 


13. Calcule o valor de: 

a) [(8 + 2YT 

b) (2°. y 

c) (8? : 6) 

14. Exprimir, utilizando potências de 10: 
a) 20.000 

b) 7.800.000 

c) 0,00.000.012 


d) 0,00.000.258 


45 


estabelecido na Lei nº 9.610/1998 e punido pelo art. 184 do Código Penal. 


lorização da Editora Ibpex. A violação dos direitos autorais é crime 


ou forma sem a prévia au 


valquer meio 


reproduzida por q 


Nenhuma parte desta publicação poderá ser 


46 


15. Efetue, utilizando potências de 10: 


2000 . 48000 
800 


a) 


b) 28000 . 0,000032 
0,00002 


(80000000)? .(0,000003) 


C) 
(600000). (0,0002) 


16. Aplique as propriedades das poténcias: 


a) 9.3.3 
b) 25: 2 

c) 51:52, 5 
d) 24.5 

e) y. C3» 
f (Sy 

g) (YY 

h) 3% 


D 3.2. 
m) (22: (22. 25)? 
n) (Sy? 

o) ((-2 ay 
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(5) -3 +(5) 


pião 
5 


17. Encontre o valor de 1 
2 
18. Se 2? = 2**! 4%, qual é o valor de a? 


19. Se a = 2?, b = a° e c = 2°, qual é o valor de 2.a. b . c? 


-3 5 
10.105 , 


20. Qual é o valor de q 
10.10 


21.Efetue: 


a) 45 -245 «1045 
p) 1/32 «32 - /8 


c) 343 « J3 -4729 
22. Efetue: 


a) (3.46 


b) CX2). C4) 
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24. Escreva na forma de raiz, com um único radical: 
3 
a) 24 


1 
d) (d42.43)6 


25. Qual é o valor da expressão (25, para x = J2? 


26. Qual é o valor da expressão J6 +43. V18? 


27. Quanto vale a expressão 2445 + 3/125 — 6/20 +3480 - 2/5? 


28. Qual é o valor da expressão 272 +5 - 1/16 ? 
29.Qual é o valor da expressão 54 + /24 + 6? 


30. Qual é o valor da expressão 92º — 10249? 
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Expressões algébricas são indicações de operações envolvendo variáveis ou 


variáveis e números. 
ExEMPLOS: 

e b5bax-4b 

e ax+bx+c 


e 7ab 


Soma algébrica 


Somente é possível somar ou subtrair termos semelhantes (aqueles que 
possuem a mesma parte literal). Para somar ou subtrair termos seme- 
lhantes, repete-se a parte literal e somam-se ou subtraem-se os seus coefi- 
cientes. 


ExEMPLOS: 
e 3xy — Axy? + 7x2y + 5xy? = 10x2y + xy? 
e (4x -5aix)- (3x? + a - ax?) = 4x?-5a%x-3x?-a+ax 


=x? — 5a?x -a+ ax? 


Multiplicação 


Multiplicam-se os termos do primeiro fator por todos os termos do segun- 
do fator, e reduzem-se os termos semelhantes. 


EXEMPLOS: 
e (2a)y). (Lay) = 4a°y? 
e 2x.(3x-5y+z)=6x?*-10xy +2 xz 


e (a+b)(a+b+c)=a?+ab+ac+ab+b? +bc= a? + 2ab +b? + ac + bc 


e 
E] 
B 
$ 
3 
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Divisão 
1º CASO — DIVISÃO DE MONÔMIOS 


Dividem-se (ou simplificam-se) os coeficientes numéricos do dividendo e 
do divisor e, para a parte literal, deve-se obedecer às regras de divisão de 
potências de mesma base. 


EXEMPLOS: 


e (42xyz5):(7xyz2%)=6x z 


2º CASO — DIVISÃO DE POLINÔMIO POR MONÔMIO 
Divide-se cada termo do dividendo (polinômio) pelo divisor (monômio). 
EXEMPLO: 


e (6ab-8ab):(2ab)-3a-4b 


Há certos produtos de polinômios que, por sua importância, recebem no- 


mes especiais e devem ser reconhecidos sempre. 


Quadrado da soma de dois termos 


O quadrado da soma de dois termos é igual ao quadrado do primeiro 
termo, mais o duplo produto do primeiro termo pelo segundo, mais o 
quadrado do segundo termo. 


(a+ b)=a?+2.a.b.+b? 
ExEMPLOS: 
o (x+3)=x2+2.x.3+3=x"+6x+9 


e (2.x*yy-(2xy*2.2x.y ty» 4x? 4xy + y? 


Quadrado da diferenca de dois termos 


O quadrado da diferença de dois termos é igual ao quadrado do primeiro 
termo, menos o duplo produto do primeiro termo pelo segundo, mais o 


quadrado do segundo termo. 
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(a - b)=a?-2.a.b.+b? 
EXEMPLOS: 
e (x-4=x2-2.x.4+4=x?-8x+16 


e (3x-—y)=(3x)-2.3.x.y + y?=9x*- 6xy + y? 


Produto da soma pela diferenca de dois termos 


O produto da soma pela diferenca de dois termos é igual ao quadrado do 


primeiro termo, menos o quadrado do segundo termo. 
(a + b) . (a — b)= a? - b? 


EXEMPLOS: 


e (x*3).(x-3) 2 x - 92 x?-9 


e (4a - 43).(4a 43) - (4a? - (V3)? 216a? -3 


Fatorar um polinómio é escrevé-lo sob a forma de um produto indicado. 


O caso mais comum de fatoração é o caso do FATOR COMUM. Nesse caso, 
existe um monómio que é comum a todos os termos do polinómio. 


Para evidenciar o fator comum, ele é colocado à frente de parénteses, e 
dentro dos parênteses vão os termos da divisão do polinômio por esse 


fator comum. 


EXEMPLOS: 


dax?  8a?x? 


° ax? - 8a2x? zu 4ax?.(1 +2ax) 


5x2 y xy? i 2xy 
xy xy l xy 


e 5x2y x1y? 23y - xy | - xy .(5- x? +2x) 
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A Exercícios 


1. 


Efetue: 


a) 3a?- 7ab + 4b? — 5a?+ 3ab — 4b? 


b) (3xy?- 7x°y + 3yº) - (27º - 8x”y + 3xy?) 


c) (7xy?) . (-8x2y) . (xy) 


d) (a+b + 2c). (2a - b) 


e) (é-3xy + x) . (2x2 - 3y) 


f) (18x*- 126 + 8x* - 220) : (2x2) 


g) Qa?bc — 3a?b*c? + abc): (abc) 


2. 


Efetue: 


a) (x+2)?+ (83x - 1? 


b) (2xy + 822 


c) (3ab + 2c) (3ab - 2c) 


3. 


Fatore: 


a) 15a?- 25ab 


b) 3a?x — 6bx + 12x 


4. 


5. 


6. 


Qual é o quadrado de 2-5? 
Qual é o resultado da expressão 21023? — 210222? 


Se y?=1 + xi, então quanto vale y? 


3+1 


2 
. Quanto se obtém ao simplificar a expressáo p 


. Se 2*+ 2 ~= a, então qual é o valor de 4* + 47? 
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Equações 
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Equação é uma sentença matemática aberta expressa por uma igualdade. 


Ela só é verdadeira para determinados valores atribuídos à variável. 
EXEMPLOS: 


e x-2=5só é verdadeira para x = 7. 


e 3x+y=9éverdadeiraparax=2ey=3;x=3ey=0;.. 


Os valores atribuídos às variáveis que tornam a equação uma sentença 


verdadeira são denominados de raízes da equação. 


Uma equação é dita do 1º grau quando contiver apenas uma variável e se o 
maior expoente dessa variável for a unidade, ou seja, o número 1. 


. 
nita 
nita 


J e ma ga 43 
) de uma equ 


Resolver uma equação é determinar sua raiz, ou seja, aquele valor que a 
torna uma sentença verdadeira. 


No caso de uma equação do 1º grau com uma incógnita, é possível resolvé- 

-la isolando-se a variável. Para que isso ocorra, deve-se transferir para o 
outro membro da equação os termos que não contenham a variável, efe- 
tuando-se a operação inversa da operação que eles estiverem realizando. 


EXEMPLOS: 


1) x+2=7 >0 2 está somando. Então, vai para o outro membro sub- 
traindo. 


e x=7-2 
x=5 


2) x-5=11 > O 5 está subtraindo. Então, vai para o outro membro so- 


mando. 
e x=11+5 


x=16 


e 
E] 
B 
$ 
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3) 2x=8 > O2 está multiplicando. Então, vai para o outro membro divi- 
dindo. 


8 

e. x2— 
2 

x=4 


4) B =10 > O2 está dividindo. Então, vai para o outro membro 
multiplicando. 
x=10.2 
x=20 

OBSERVAÇÕES: 


e Seo coeficiente da incógnita for negativo, convém, em primeiro lugar, 
multiplicar toda a equação pelo fator (-1), isto é, trocar de sinal todos 
os seus termos. 


EXEMPLOS: 
1) -2x=26 . (71) 


2x --26 
-26 
x=—— 


2) -3x=-9 CN 


* Sea equação envolver simultaneamente denominadores e adição ou 
subtração, o primeiro passo será eliminar os denominadores, o que se 
faz tirando-se o m.m.c. dos mesmos. 


O procedimento é o seguinte: calcula-se o m.m.c. dos denominadores, divi- 
de-se o m.m.c. encontrado por cada um dos denominadores da equação e 
multiplicam-se os resultados obtidos pelos respectivos numeradores. 
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EXEMPLO: 


3x-2 x+1_2x-5 


Resolver a equação 
2 


m.m.c. (3, 2, 5) =30 


Eliminam-se os denominadores. 


Eliminam-se os parénteses, efetuan- 


do-se as multiplicações indicadas. 


Transpõem-se os termos que pos- 
suem a variável para o 1º membro, 
e os termos independentes (os que 
não possuem variável) para o outro 


membro. 


Reduzem-se os termos semelhantes. 


Passa-se o coeficiente da variável 
para o outro membro, fazendo-se a 
operação inversa. Efetua-se a divi- 
são ou a simplificação, obtendo-se a 


raiz da equação. 


Equação com duas incógnitas 


5 


10.(8x-2) 15.(x+1) 6.Qx-5) 


Je 307 eS 


30x — 20 — 15x - 15 = 12x - 30 


30x — 15x — 12x = -30 + 15 + 20 


Uma equação com duas incógnitas admite infinitas soluções. 


EXEMPLO: 


e 2x-y=4é verdadeira para os seguintes valores: 


x=4e y=4 
x=2e y=0 
x--ley--6 
etc. 


Para poder encontrar uma única solução, é necessário ter duas equações 


com as mesmas incógnitas. 
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Resolução de um sistema de duas equações com duas incógnitas 


Resolver um sistema de duas equações com duas incógnitas é determinar 


os valores das variáveis que satisfaçam simultaneamente às duas equações. 


Existem três métodos para a resolução de sistemas de equações. Veremos 


os dois mais utilizados: MÉTODO DA SUBSTITUIÇÃO € MÉTODO DA ADIÇÃO. 


MÉTODO DA SUBSTITUIÇÃO 
x+3y=10 


Resolver o sistema de equações p zB 


£ 
& 
3 
3 
$ 
3 
E 
El 
2 


Escolhe-se uma das equacóes (aquela 
ue apresentar uma das variáveis 

que ap decia x ^3y * 10 x - 10- 3y 

sozinha e positiva) e isola-se uma 


das variáveis. 


Substitui-se a variável isolada na 


eitos autorais é crime est 


2(10-3y) - 5y = -2 
outra equação. ( y)=5y 


20-6y -5y =-2 
Resolve-se a equação obtida, E ii u na a 20 
encontrando-se o valor de uma das E B SES 
variáveis. yg 11 E 
y=2 E 
Substitui-se o valor encontrado na x-10-3.(2) 
variável isolada inicialmente, encon- x=10-6 
trando-se o valor da outra variável. x=4 
A solução do sistema é dada por um E 
par ordenado, em que se colocam : 
S= {(4, 2)) j 


as variáveis entre parênteses e em 
ordem alfabética. 


MÉTODO DA ADIÇÃO 


Esse método consiste em somar membro a membro as duas equações, com 
o objetivo de eliminar uma das variáveis. 
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— i 20 (4x*6y 242 
esolver o sistema de equações 3, _ 9y - -24 

Escolhe-se qual variável deseja-se 

eliminar. 

Para eliminar o y, que já possui coefi- 


ient . i " 
cientes opostos (um positivo e outro 4x+6y=42.(9) 


negativo), deve-se multiplicar a equacáo 7x-9y =-24.(6) 


de cima pelo coeficiente do y da equa- 
cáo de baixo. Deve-se, ainda, multiplicar 
a equacáo de baixo pelo coeficiente da 
variável da equacáo de cima. 


36x + 54y = 378 
Somam-se membro a membro as equa- + 


b 42x - 54y =-144 
iss 78x =234 
Isola-se a variável, encontrando-se o x= 234 
seu valor. qe 

x=3 

4.(3) + 6y =42 
Substitui-se o valor encontrado em 12 + 6y = 42 
qualquer das equações do sistema al ua 

6y =30 

original e calcula-se o valor da outra " 
variável. Ves 

y 
Coloca-se a solução do sistema. S= {(3, 5)} 


Definição e classificação 


Toda equação que pode ser escrita na forma ax? + bx + c = 0, com a £ 0, re- 


cebe o nome de EQUAÇÃO DO 2? GRAU. 


Se a equação tiver todos os coeficientes (a, b e c) diferentes de zero, ela é 
dita COMPLETA. Se estiver faltando b ou c, ela será dita INCOMPLETA. 
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e Sec=0, a equação fica: ax?* bx = 0 
e Seb=0,a equação fica: a*+c=0 


e Seb=0ec=0, a equação fica: ax? = 0 


O número de raízes de uma equação é sempre igual ao grau da equação. 


Assim, uma equação do 2º grau deve, necessariamente, ter duas raízes. 


Considerando-se a equação genérica ax^* bx + c=0, a fórmula que permite 


calcular as suas raízes é a FÓRMULA DE BHÁSKARA: 


y btvb'-4.a.c 


2.a 
A expressão b?- 4. a. c, que aparece sob o radical, é denominada DISCRIMI- 
NANTE e é simbolizada pela letra grega A (delta). 
A=b*-4.a.c 
EXEMPLOS: 
Resolver as equações abaixo: 
1) 2-8x+15=0 
a=1;b=-8ec=15 


A=b-4.a.c> A-(-8p-4.1.152 A=64-60>A=4 


x29*2 x-5 
— (-8) + V4 8+2 E E 
X= DX= > 


2.1 2 , 8-2 


2) xX-8x+16=0 


a-1;b--8ec-16 


A=b-4.a.c> A=(-8?-4.1.16> A=64-64>A=0 
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pas '=4 
-(-8) +40 80 2 i 
21 2 n 8-0 n 
x"= —— 5x'=4 
2 
3) xX+x+2=0 


a=1;b=1 ec=2 


A=b?-4.a.c> A-]p-4.1.22 A-1-82A--7 
-1£4-7 
a ANA 


2.1 
da de número negativo no campo dos números reais, as duas raízes dessa 


> O discriminante é negativo. Como não existe raiz quadra- 


equacáo seráo imaginárias. 


o entre O 


Conforme o valor do discriminante, pode-se saber o que esperar das 


raízes: 


e Seo discriminante tiver um valor positivo, a equação terá duas raízes 
reais e desiguais. 


A>0>x 2x” 


e Seo discriminante tiver um valor nulo, a equação terá duas raízes reais 
e iguais. 


A=0>x =x” 


e Seo discriminante tiver um valor negativo, a equação não terá raízes 


reais. 


A<0>3xex eR 


do 1° grau 


Ine 


Símbolos de desigualdade 


São símbolos que permitem uma comparação entre duas grandezas. 


e 
E] 
3 
$ 
3 
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a >b (a é maior do que b) 
a « b (a é menor do que b) 
aZ b (a é maior ou igual a b) 


a € b (a é menor ou igual a b) 


Inequação do 1º grau é uma desigualdade condicionada em que a incóg- 
nita é de 1? grau. 


ExEMPLOS: 

e 2x>4 

e 3x-5«-3 

e 4x-8<8-2x 


A veracidade da desigualdade está condicionada ao valor da variável. 
Para alguns valores da variável, a inequação será verdadeira e, para ou- 
tros, será falsa. 


Resolução de uma inequação do 1º grau 


Para determinar o conjunto-solução de uma inequação do 1º grau, deve-se 
isolar a variável no primeiro membro de forma análoga à solução de uma 


equação do 1º grau. 


OsBsERVAÇÃO: sempre que se multiplicar ou dividir a inequação por um 
número negativo, inverte-se o sinal da desigualdade. 


EXEMPLOS: 


e 4£-x<2>-x<2-4>-x<2.(1) 25x22 


0 
e 2x+1>1 >2x > 1-1 > 2x>0>x> 2 >x>0 


. Xt x XA > 4 (x + 1) < 24x - 3x > 4x +4 < 21x > 4x - 21x < —4 
3 4 


= x €. (CD) > x Arx E 


63 


Nenhuma parte desta publicação poderá ser reproduzida por qualquer meio ou forma sem a prévia autorização da Editora Ibpex. A violação dos direitos autorais é crime estabelecido na Lei nº 9.610/1998 e punido pelo art 184 do Código Penal 


KU Exercícios 


1. Resolva as equações abaixo: 
a) 4x=12 

b) -5x - 20 

c) 7+x=10 

d) 3-2x=-11 

e) 16+4x-4=x+12 


f) 8-7x- 132 x-27 - 5x 


ptos 
83 4 
h) 1- 3x 

4 10 


i) 9x+2-(4x+5)=4x+3 


j 3(2-x)-5(7-2x)=10-4x+5 


k) x-2 12-x 5x-36 
3 2 4 


1 


1) 5x+3 3-4x x 31 9-5x 
gas 
8 3 2 2 6 


2. Resolva os seguintes sistemas de equações: 


=12 
a) x+y 
3x+y=24 
5x+6y =19 
7x+2y=1 
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3. Qual é a raiz da equação e 1) ze 226 3) =? 


4. Sabendo que a fração - é equivalente a - e que o dobro do numerador 
menos o denominador é igual a 4, calcule o valor de a . b. 


5. A soma de dois números é igual a 40, seu quociente é 4, com resto 5. 
Qual é a diferença entre eles? 


6. A soma das idades de um pai e seu filho é 38 anos. Daqui a 7 anos, o pai 
terá o triplo da idade do filho. Quantos anos tem o pai? 


7. Sessenta e quatro alunos foram a uma excursão. Se o número de meni- 
nos superou o de meninas em 16, quantos alunos de cada sexo foram à 
excursão? 


1 
8. Reparta 30 bombons entre duas crianças, de modo que uma receba 5 


do que a outra recebeu. 


9. Dois atletas, treinando em uma pista de corrida, percorreram juntos 
7.500 metros. Se um deles correu o dobro do outro, quantos metros 
percorreu cada um dos dois? 


10. A soma de dois números é 73, e a diferença entre eles é 41. Quais são os 


números? 


11. A soma das idades de dois irmãos é 33 anos. Se um deles é 7 anos mais 
velho que o outro, calcule a idade de cada um. 


12. André e Luís almoçaram juntos e gastaram R$ 32,00. Para facilitar o tro- 
co, André pagou a conta sozinho e eles combinaram de acertar depois. 
Sabendo que a despesa de André foi de R$ 6,00 a mais que a de Luís, 
quanto Luís deve a André? Qual a despesa deste último? 


13. Determine as raízes das seguintes equações: 
a) *-7x+6=0 
b) x2-3x-28=0 


c) 3x?-5x+2=0 
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d) 16 - 16x 3-0 


e) 4t - 16-0 
f) 22 -18-0 
g) 3x? = 5x 

h) 2x2 - 8x -0 


i) (x-3y- (x - 3? 


j) x.(x-1)2x.(x-1)-18 


14. Um pai tem 25 anos a mais que seu filho, e o produto das suas idades é 
igual a 54. Qual é a idade do filho? 


15. Determine trés nümeros naturais, positivos e consecutivos, tais que o 


quadrado do maior seja a soma dos quadrados dos dois outros. 
16. A soma de um número com seu inverso é 170. Determine o número. 


17. Qual é o valor de m, sabendo-se que a equação x? — 7x + m = 0 admite 


uma raiz igual a 3? 


18.Qual é o valor de p, se a equação x? + 10x + (p + 7) = O admite uma 


raiz nula? 
19. Qual é o valor de m em x? - mx + 12 =0, se uma raiz é o triplo da outra? 
20. Calcule m, para que a equação x? - mx + 25 = 0 tenha raízes iguais. 
21. Resolva as seguintes inequações: 
a) 2x+1<-1 
b) -3x<x+2 
c) x» 5x- 16 
d) 2 (x+ 1) * 3x» 5-7x 


TEN 
5 2 
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Logaritmos 
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Logaritmo de um número N, real e positivo, numa base a, positiva e dife- 
rente da unidade, é o expoente x, ao qual se eleva a base para se obter uma 
potência igual ao número N. 


Assim: 
log, N =xo a=N 
Nessa notação, identificam-se os seguintes elementos: 
e N> logaritmando ou antilogaritmo 
e a>base(1*a>0) 


e x logaritmo 


e Para poder calcular o logaritmo de um número, é fundamental que esse 
número seja maior do que zero, ou seja: 


logaritmando > 0 ou N»0 


e A base a deverá ser sempre maior do que zero e não poderá ser igual 
a 1, ou seja: 


base>0 e base +1 ou a>0e az1 


Exemplos resolvidos 


1) Calcular o logaritmo de 8 na base 2: 


AS 
log, 8-x 2*-8 > 2=2>x=3 


V 


2) Calcular o logaritmo de 243 na base 3: 


AS 
log, 243 = x 29-2432 39-9 2 x-5 


y 


Nenhuma parte desta publicação poderá ser reproduzida por qualquer meio ou forma sem a prévia autorização da Editora Ibpex. A violação dos direitos autorais é crime estabelecido na Lei nº 9.610/1998 e punido pelo art 184 do Código Penal 


3) Calcular o valor de x, para que seja possível calcular o logaritmo dado 


abaixo: 
log, (x-5) >x-5>0>x>0+5>x>5 


4) Calcular o valor de x, para que seja possível calcular o logaritmo dado 
abaixo: 


7 8 
logo, 7 2x-7>0e2x-7+1>32x>7e2x*1+7>x> 5 ex*, 


>x> Z exz4 


Propriedades decorrentes da definição 
O logaritmo da unidade, em qualquer base, é nulo, ou seja: 

log,1=0, porque b*=1 

O logaritmo da base é sempre igual a 1, ou seja: 

log, b = 1, porque b' = b 


O logaritmo da base elevada a um expoente é igual ao próprio expoente, 
Ou seja: 


log, b*= x, porque b*= b* 


Dois logaritmos em uma mesma base sáo iguais se, e somente se, os loga- 
ritmandos forem iguais. Essa propriedade é muito utilizada na resolução 


de equações logarítmicas. 


log, a = log, c Sa=c 


A potência de base a e expoente log b é igual a b. 


alogab =b 


r o 1 1 
orias dos log; 


Propriedades operal 
Propriedades operat 


Logaritmo de um produto 


O logaritmo de um produto de dois fatores reais é igual à soma dos loga- 
ritmos dos fatores: 


log (a. c)=log a +log, c 
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Logaritmo de um quociente 


O logaritmo do quociente de dois números reais positivos é igual à diferença 


entre o logaritmo do numerador da fração e o logaritmo do denominador: 


log) = log; a -logc 
c 


Logaritmo de uma potência 


O logaritmo de uma potência de base real positiva e expoente real é igual 


ao produto do expoente pelo logaritmo da base da potência: 


log b^-n.log b 


Há ocasióes em que logaritmos em bases diferentes precisam ser converti- 
dos para uma única base conveniente. Na aplicação das propriedades ope- 
ratórias, os logaritmos devem estar todos na mesma base. Agora, vamos 
ver o processo que permite converter o logaritmo de um número positivo, 


em uma certa base, para outro em base conveniente. 


EXEMPLO: 


Converter o logaritmo de 7 na base 3 para a base 2. 


log37 = log27 
log53 


OSERVAÇÕES: 


e  Cologaritmo: chama-se de cologaritmo de um número positivo b numa 


base a o oposto do logaritmo de b na base a. 


cologab=loga[ ) log, 1 log, b=0-—log, b =-log, b 


+ Logaritmo decimal: quando a base não for especificada, sabemos que 


ela é igual a 10. 
log, N = log N 


e Logaritmo neperiano: também chamado de LOGARITMO NATURAL, tem 


por base o número 2,71828... (número de Euler). Esse número é repre- 


sentado pela letra e minúscula. 


e = 2,718281828... 
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EXEMPLO: 
O logaritmo natural de 8 é: 
tn 8= log 8 = 2,079441542..., porque 
e 20794152 = 8 — (2 /71818281...)?0741532- 8 
Exemplos resolvidos 


1) Calcular o logaritmo de 81 na base 3: 


log¿81 =x > Escrevendo na forma matemática. 
3*-81 > Transformando o logaritmo em potenciação. 
3:29! — Transformando os dois membros em poténcias de 


mesma base. 


X 
II 
a 


> Eliminando as bases iguais e obtendo o valor de x. 


2) Calcular o logaritmo de 0,2 na base 25: 


log,50,2 =x => Escrevendo na forma matemática. 
25*= 0,2 > Transformando o logaritmo em potenciação. 


2555 => Transformando o número decimal em fração 


2 
10 . DD 

e simplificando. 
(py 2 51 — Transformando os dois membros em poténcias 


de mesma base. 


bog > Aplicando as propriedades da potenciação. 
2x=-1 > Eliminando as bases iguais. 
1 
E^ — Resolvendo a equação para obter o valor de x. 


3) Verificar se log 100000 - 5. 
A afirmação é verdadeira, pois: 


log 100000 = 5 > 10º = 100000. Quando a base não for especificada, trata-se 


de um logaritmo decimal e, portanto, sabe-se que ela é igual a 10. 
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4) Verificar se log,1 = 0. 


log,1=0 => 7%=1. Qualquer número elevado a zero é igual a 1. 


5) Verificar se log,5 = 1. 


log,5=1 €» 5!=5. Qualquer base elevada a 1 é igual a ela mesma. 


6) Sabendo que log 2 = 0,3010, calcular o valor de log 200: 


log 200 = log(2 . 100) > Transformando o logaritmando em um 
produto. 


log(2 . 100) = log 2+1og 100 = Utilizando a propriedade do logaritmo 
de um produto. 


0,3010 + 2 > Substituindo o valor de log 2 e 
calculando log 100 = x <> 10* = 100, 
logo, 10* = 10? e, então, x = 2. 


2,3010 > Valor de log 200. 


7) Sabendo que log 2 = 0,3010, calcular o valor de log 0,02: 


2 
log 0,02 = log (555) = Transformando o logaritmando em um 
quociente. 


log (5) =log 2 - log100 > Utilizando a propriedade do logaritmo 
100 prop. 8 


de um quociente. 


0,3010 — 2 > Substituindo o valor de log 2 e calculando 
log 100 = x «> 10*= 100, logo, 10*= 10? e, 
então, x = 2. 
—1,6990 > Valor de log 0,02. 


8) Calcular o valor de log, 25*: 


log,25º = 6 . log,25 > Aplicando a propriedade do logaritmo de 


uma potência. 


6.2 =12 > Calculando log,25 = x & 5* = 25, logo, 
5» = 5? ẹ, então, x=2. 
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A Exercícios 


1. Por meio da aplicação da definição, calcule o valor dos logaritmos: 
a) log1000 

b) log,625 

c) log, DE 

d) 10g,0,00032 

e) log¿243 

f) log, Y/128 

g) log0,01 

h) loga V2 

i) log 7 2401 


p log, 40/25 


2. Calcule o valor da base dos logaritmos nas igualdades dadas abaixo: 
a) log,2187 =7 
4 
b) log; 9 =2 
c) log, 64 - -6 


d) log,0,2= - 


3. Segundo as condições de existência dos logaritmos, calcule o valor des- 
conhecido das expressóes dadas abaixo: 


a) logi, B 62 


b) log(3x + 5) 


c) logd E >) 
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d) logi _ 4592 

e) logi, E 3x - 6) 

4. Utilizando as propriedades decorrentes da definicào, dé o valor das 
expressóes abaixo: 

a) log, b*+ a '"*- log, 7 = 

b) 3. (log, 1) +9 l0892— log, 7- 

5. Resolva as equações dadas abaixo: 

a) log4(logz(x +D)=1 

b) log (-x* + 5x) = log, 6 

c) log,(logs(log,(x + 2))) = 0 

d) logo B ye -2)=1 

e) log, nos -2x)=1 

Obs.: não se esqueça de verificar as condições de existência dos logaritmos. 

6. Considerando log 2 =x e log 3 = y, calcule o valor de: 

a) log 64 

b) log. 

c) log 216 

7. Sabendo-se que log 2 = 0,3010 e log 3 = 0,4771, qual o valor do log 144? 

8. Se log 2 = 0,301; log 3 = 0,477 e log 5 = 0,699, calcule o valor de log 900. 

9. Se (n2=0,69e (n5- 1,61, qual o valor de £n 400? 

10. Sabendo que log 2 = 0,301, calcule o valor da expressão 


logJ/32 +log 512 
log 16. (log 5) 


Obs.: faça 5= - e os cálculos com quatro casas decimais. 
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Área e perímetro de figuras planas 


U 


Ao medir a superfície de um polígono fechado qualquer, obtém-se um valor 


numérico que corresponde à área desse polígono. Assim, pode-se dizer que: 


e área de um polígono é a extensão de uma porção limitada da superfície 


ocupada por um polígono fechado qualquer. 


Ao medir a extensão de todos os lados de um polígono fechado qualquer, 
obtém-se um valor numérico que é denominado de perímetro desse polí- 
gono. Então, é possível dizer que: 


e perímetro de um polígono é a soma das medidas dos seus lados. 


Um polígono fechado no formato de um quadrilátero é classificado de 
RETÂNGULO se, e somente se, possuir lados opostos paralelos, distintos dois 


a dois, e os quatros ângulos iguais. 


Em um retângulo, é costume chamar um dos lados de comprimento ou 
base, e o outro de largura ou altura. Qualquer lado do retângulo pode ser 


considerado como a sua base, e o lado adjacente será a sua altura. 


A área do retângulo é obtida pelo produto da medida da base b pela 
medida da altura h. 


Sendo: 
e b-base do retângulo 


e h-altura do retângulo 


Tem-se que: 
área > S=b.h 


perímetro = P=2.b+2.h 
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Exemplos resolvidos 


1) Quais são a área e o perímetro de um retângulo que possui 10 cm de 


altura e 18 cm de base? 


Dados do problema: 


S$-?;:P-?;b-18cm;h-10cm 


Cálculo da área: 


S-b.h 
S=18.10 
S = 180 


— Fórmula para o cálculo da área. 
> Substituição dos dados do problema. 


>> Valor da área procurada. 


Cálculo do perímetro: 


P=2.b+2.h 
P=2.18+2.10 
P=56 


— Fórmula para o cálculo do perímetro. 
> Substituição dos dados do problema. 


— Valor do perímetro procurado. 


Resposta: A área procurada é de 180 crm”, e o perímetro é de 56 cm. 


2) Os lados de um retângulo de área 12 m?estão na razão de 1 para 3. Qual 


o perímetro do retângulo? 


Dados do problema: 


S=12m; h. 
b 


1.b=3.h 


1 


3 


> Aplicando a propriedade fundamental na 
proporção. 


=> Colocando o valor da base em função da altura. 
— Fórmula para o cálculo da área. 

— Substituindo os dados na fórmula. 

=> Fazendo a multiplicação. 


> Isolando a variável h. 
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h=2 => Fazendo os cálculos e obtendo o valor da altura. 


b=3.2 > Substituindo o valor da altura para encontrar o 
valor da base. 


b=6 — Valor da altura. 

P=2.b+2.h = Fórmula para o cálculo do perímetro. 
P=2.6+2.2 = Substituindo os dados na fórmula. 
P=16 >> Valor do perímetro procurado. 


Resposta: O perímetro procurado é igual a 16 m. 


Um polígono fechado no formato de um quadrilátero é classificado como 
QUADRADO se Os lados paralelos forem iguais, e os quatro ângulos forem 
ângulos retos (iguais a 90º). 


Um quadrado é um caso particular de retângulo cujo comprimento da 


base é igual ao comprimento da altura. 


A área do quadrado pode ser obtida pelo produto do comprimento da base 
por si mesmo, ou seja, é o produto do lado do quadrado por ele mesmo. 


Sendo: 

£ a medida do lado de um quadrado. 
Tem-se que: 

área > S= 


perímetro > P=4.2 


= = 
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Exemplos resolvidos 


1) Sabendo que o lado de um quadrado mede 8 cm, calcule a sua área e o 


seu perímetro. 
Dados do problema: 


S=?;P=?;¡/=8cm; 


S =p? — Fórmula para o cálculo da área. 

S =8? > Substituindo os dados do problema. 
S=64 >> Valor da área do quadrado. 

P=4.4 — Fórmula para o cálculo do perímetro. 
P=4.8 > Substituição dos dados na fórmula. 

P =32 — Valor do perímetro procurado. 


Resposta: A área do quadrado é de 64 cm?, e o perímetro é de 32 cm. 


2) Determine quantos metros quadrados de carpete de madeira seráo 
necessários para forrar uma sala quadrada, sabendo que a medida de 
seu lado é 6,45 m. 


Dados do problema: 

S=?;/=645m 

S=4? — Fórmula para o cálculo da área. 

S = 6,45? > Substituindo os dados do problema. 
S = 41,6025 >> Valor da área do quadrado. 


Resposta: Serão necessários 41,60 m? de carpete de madeira (valor com 


arredondamento para duas casas decimais). 


mo 
LLU 


nitada por um p 


Um polígono fechado no formato de um quadrilátero é classificado de PA- 


RALELOGRAMO se, e somente se, possuir os lados opostos paralelos. 
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Sendo: 
e b-base do paralelogramo 


e h-altura do paralelogramo 


Tem-se que: 
área > S=b.h 
perímetro > P=2.b+2./ 


OBSERVAÇÃO: o cálculo da área de um paralelogramo é feito da mesma for- 


ma que o cálculo da área de um retângulo. 


Exemplos resolvidos 


1) Uma folha de papelão tem a forma e as dimensões indicadas na figura. 
Quais são a área e o perímetro dessa folha de papelão? 


60 


Dados do problema: 


S=?P=?;:b=60cm;,h=43em;/=45 cm 


S=b.h — Fórmula para o cálculo da área de um 
paralelogramo. 

S=60.43 > Substituindo os dados do problema. 

S = 2.580 — Valor da área do paralelogramo. 
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P=2.b+2.£ — Fórmula para o cálculo do perímetro do 


paralelogramo. 

P=2.60+2.45 > Substituindo os dados do problema. 
P =210 — Valor do perímetro procurado. 
Resposta: A área e o perímetro da folha de papeláo sáo 2.580 cm? e 210 cm, 
respectivamente. 
2) Sabendo que a área de um paralelogramo mede 60 cm? e que a sua 

altura é 10 cm, determine o valor da base desse paralelogramo. 
Dados do problema: 


S=60cm?;h=10cm;b=? 


S=b.h >> Fórmula para o cálculo da área de um 
paralelogramo. 
60=b.10 > Substituindo os dados do problema. 
60 T 
b= 10 — Isolando a variável b. 
b=6 > Valor da base. 


Resposta: O valor procurado da base é de 6 cm. 


Estudo da região limitada por um triângulo retângulo 


TRIÁNGULOS são polígonos fechados de três lados e três ângulos. E o polígo- 
no que tem o menor número de lados. 


E denominado de TRIÂNGULO RETÂNGULO quando apresenta um ângulo 
reto (igual a 90º). 


Sendo: 


e bec-catetos 


e a hipotenusa 
e À -ângulo reto 


° 
o 


- ângulo oposto ao cateto b 
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A 


e C -ângulo oposto ao cateto c 
B 


A b C 


Tem-se que a base é igual ao cateto b, e a altura é igual ao cateto c. Assim: 


ET 


área >S 
2 


perímetro => P=a+b+c 


Exemplo resolvido 


Quais são a área e o perímetro de um triángulo retângulo cujas medidas 


estão indicadas na figura? 


13 cm 
5 cm 
IE ÁA _—_—_— 
12cm 
Dados do problema: 


$-?;P-?;a-13cm;b-12cm;c-5cm 


b.c 
EN — Fórmula para o cálculo da área. 

12.5 T z 
PES — Substituindo os dados na fórmula. 
S=30 — Valor da área do triângulo. 
P=a+b+c — Fórmula para o cálculo do perímetro. 


P=13+12+5 > Substituindo os dados na fórmula. 
P=30 — Valor do perímetro do triângulo. 


Resposta: O triángulo em questão tem 30 cm? de área e 30 cm de perí- 


metro. 


Nenhuma parte desta publicação poderá ser reproduzida por qualquer meio ou forma sem a prévia autorização da Editora Ibpex. A violação dos direitos autorais é crime estabelecido na Lei nº 9.610/1998 e punido pelo art 184 do Código Penal 


Um polígono fechado no formato de um quadrilátero é classificado como Lo- 
SANGO se, e somente se, possuir os quatro lados iguais sem que os ângulos 


sejam retos (iguais a 90º). Um losango também pode ser chamado de romBo. 
Sendo: 

e 4 -medida do lado 

* D - diagonal maior 


e d-diagonal menor 


[em 


4— — —s2ám——sm—m— ipa ———— 


Tem-se que: 

A D.d 

área > S==— 
2 

perímetro > P=4./ 


Exemplo resolvido 


Vocé quer fazer uma pipa em forma de losango, de tal forma que as varetas 
meçam 75 cm e 50 cm. Nessas condições, quantos centímetros quadrados 


de papel de seda você irá usar para fazer essa pipa? 
Dados do problema: 
S=?; D =75 cm; d = 50 cm 


D.d , , ; 
Ss — Fórmula para o cálculo da área do losango. 
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75.50 
S= a > Substituindo os dados do problema na fórmula. 


S =1.875 — Valor da área do losango. 


Resposta: A área de papel de seda necessária é de 1.875 cm?. 


Um polígono fechado no formato de um quadrilátero é classificado como 
TRAPÉZIO se, e somente se, possuir dois lados opostos paralelos, chamados 
de bases do trapézio. 


Os trapézios sáo classificados em: 


e isósceles: aquele que possui os lados não paralelos com medidas 


iguais; 
e retângulo: aquele que tem dois ângulos retos (iguais a 90º); 
e  escaleno: aquele que tem todos os lados com medidas desiguais. 


A área do trapézio é dada pelo produto da média aritmética entre as 
medidas das bases pela medida da altura. 


Sendo, em um trapézio isósceles: 
e B -base maior 
* b -base menor 
e h -altura 
* f -lado 


|—b —>| 
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Tem-se que: 
F B+b).h 
área > S= Ea 


perímetro = P=2./£+B+b 


E para um trapézio retângulo: 


e B- base maior 


b - base menor 


h - altura 


£ —lado 


Tem-se que: 


_(B+b).h 


área >S 
2 


perímetro > P=/+B+b+h 


Exemplos resolvidos 


1) Um terreno tem a forma de um trapézio de bases 35 m e 24 m, com 
altura igual a 22 m. Calcule a área desse terreno. 


Dados do problema: 


$-?2;B-35m;b-24m;h-22m 


(B+b).h ; Z , zz; 
S= 23 — — Fórmula para o cálculo da área do trapézio. 
S= (35+ 24) .22 > Substituindo os dados na fórmula. 
2 
S = 649 >> Valor da área do trapézio. 


Resposta: A área procurada é igual a 649 m?. 
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2) A base maior de um trapézio mede 40 cm, e sua base menor mede 25 cm. 


Calcule sua área, sabendo que sua altura mede 20 cm. 
Dados do problema: 


S =?; B = 40 cm; b = 25 cm ; h = 20 cm 


(B+b).h , ; ] aa 
S= EN — Fórmula para o cálculo da área do trapézio. 
S= (40+ 5) 520 > Substituindo os dados na fórmula. 
S=650 > Valor da área do trapézio. 


Resposta: A área procurada é igual a 650 m’. 


CÍRCULO é a porção de um plano limitada por uma circunferência. 


A área do círculo é o valor limite da sequência das áreas das regiões poli- 
gonais regulares fechadas e inscritas em uma circunferência, quando o nú- 
mero de lados (n) das poligonais aumenta indefinidamente. É o limite das 
áreas das regiões poligonais regulares inscritas na circunferência. 


O perímetro do círculo é igual ao comprimento da circunferência que o 
contém. E o valor limite da sequência dos perímetros dos polígonos regu- 
lares inscritos de n lados na circunferência, à medida que o número n de 


lados aumenta indefinidamente. 


Para todo círculo (e também circunferência), a razão entre o perímetro e 
o diâmetro é uma constante — denotada pela letra grega x (Pi), que é um 
número irracional, isto é, não pode ser expresso como a divisão de dois 


números inteiros. 
Sendo: 

e r -raio 

e d -diâmetro 


e O- centro da circunferência 


lo art. 184 do Código Penal. 


alquer meio ou forma sem a 


B 
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4—————— d ———— 


Tem-se que: 
área > S-mn.r 
perímetro => P-2.m.r 


OBSERVAGAO: O perímetro de uma circunferência também é representado 
pela letra maiúscula C. Assim, C 2 2. n.r. 


Exemplo resolvido 


Calcular a área e o perímetro do círculo, sabendo-se que o seu raio é 3 cm. 
Use r=3,14. 


Dados do problema: 


$-?5;P-?;r-3cm 


S-mn.r — Fórmula para calcular a área do círculo. 
S=3,14.3? > Substituindo os dados na fórmula. 

S=28,26 > Valor da área do círculo. 

P=C=2.1.r — Fórmula para o cálculo do perímetro do círculo. 
P=2.314.3 > Substituindo os dados na fórmula. 

P= 18,84 > Valor do perímetro do círculo. 


Resposta: Os valores procurados são: para a área, 28,26 cm? e, para o perí- 
metro, 18,84 cm. 
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1. Determine a área de um retângulo que tem 48 cm de perímetro, sa- 
bendo que o seu comprimento excede em 12 cm a largura. 


2. Um terreno de forma retangular tem área de 5.400 m’. Se os lados desse 


terreno estão na razão de 2 para 3, qual é o seu perímetro? 


3. A diferença entre os perímetros de dois quadrados é 48 cm, e a dife- 
rença entre as suas áreas é 336 cm?. Quanto vale o lado do quadrado 


maior? 


o art. 184 do Código Penal 


4. Determine a área e o perímetro de um paralelogramo em que a altura 
mede 8 cm, a base mede 18 cm e o lado inclinado possui 10 cm. 


5. Quais são a área e o perímetro de um triângulo retângulo cujas medi- 
das dos catetos são 24 cm e 32 cm, sendo a hipotenusa igual a 40 cm? 


6. Em uma praça, há um canteiro no formato de um triângulo retângulo 
isósceles que vai ser preenchido com flores. Sabendo-se que os lados 
desse canteiro que correspondem aos catetos do triângulo retângulo 
medem 5 m, e que já foram plantadas flores em 60% do canteiro, qual a 
área que falta ser preenchida com flores? 


7. Uma pessoa resolveu construir uma piscina com o formato de um lo- 


sango, e as suas dimensões estão representadas na figura abaixo. Cal- 


alquer meio ou forma sem a 


cule a área da piscina e a área a ser calçada em torno da piscina. 


B 
3 
2 
5 
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8. A área de um losango é de 120 m?, e suas diagonais estão na razão de 5 
para 12. Qual o valor da diagonal menor desse losango? 


9. Calcule a área e o perímetro da figura representada abaixo, sabendo que: 


AB =7cm; BC =5cm; AH =3cm; DE =5,7cm; FG -4cm; 
DG -11cme GH =6cm. 


C D 


10. De uma chapa metálica, de dimensóes 0,50 m por 0,40 m, vào ser retira- 
dos círculos de 8 cm de raio. Quantos círculos poderão ser retirados, e 
qual a área da chapa que não será aproveitada? (Utilizar rt = 3,14) 


11. Uma dona de casa resolveu trocar as cortinas da sala de visitas de sua 
casa. A parede a ser cortinada mede 4,75 m de comprimento e tem altu- 
ra de 2,5 m. A loja escolhida para fazer a nova cortina cobra, para con- 
feccionar e colocar a encomenda, R$ 11,30 o metro quadrado de forro, e 
R$ 18,50 o metro quadrado de cortina. Sabe-se que, para o forro, deve 
ser comprado o dobro do comprimento da parede de tecido e, para a 
cortina propriamente dita, deve ser comprado o triplo da metragem da 
parede. Quanto a dona de casa gastará com a nova cortina? 
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12. Uma sala que tem 6 m de comprimento por 4 m de largura deverá ser 
acarpetada com carpete de madeira. Sabendo-se que cada régua de car- 


pete de madeira tem 0,22 cm por 1,82 m, e que uma caixa contém 10 


réguas, quantas caixas deverão ser encomendadas para acarpetar a sala? 


B 
3 
2 
5 
2 


13. Calcule o perímetro externo da planta de uma fábrica, que está repre- 
sentado na figura a seguir, sabendo que: 


e A -representa o Departamento de Compras e mede 8 m por 3 m; 
e  B- representa o Departamento de Estoque e mede 7 m por 6 m; 


e  C-representa o Setor de Distribuição e mede 6 m por 9 m; 
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+ D-representa o Departamento de Controle de Qualidade e mede 6 m 


por 4m; 


e E-representa a área de produção e mede 12 m por 25 m. 


14. Uma mesa deverá ter um tampo de vidro no formato dado pela figura 
abaixo. Qual será o custo desse tampo, se a vidraçaria cobra pelo tipo 
de vidro a ser utilizado R$ 24,75 o metro quadrado? (Utilizar n = 3,14) 


0,6m 3m 0,6 m 


15. Um clube possui uma piscina circular com raio de 16 m. O calcamento 
ao redor da piscina, feito a partir das suas margens, mede 3,5 m de lar- 
gura. Qual a porcentagem que a área do calçamento representa da área 
da piscina? (Utilizar n =3,14) 
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Volume de sólidos geométricos 
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Sólidos geométricos são corpos limitados por polígonos situados em planos 
distintos. Existem, na matemática, vários tipos de sólidos geométricos. Se- 
rão estudados apenas os sólidos geométricos de maior aplicabilidade para 


os cursos de Administração de Empresas, Ciências Contábeis e Economia. 


Os sólidos geométricos podem ser diferenciados em dois tipos: os SÓLIDOS 


GEOMÉTRICOS REGULARES € OS SÓLIDOS GEOMÉTRICOS DE REVOLUÇÃO. 


Sólidos geométricos regulares são figuras espaciais limitadas por polí- 
gonos regulares, situados em planos diferentes. Os mais importantes são 
os cubos e os paralelepípedos. 


Estudo do cubo 


Um cuño é um sólido geométrico regular limitado por seis faces iguais e 
quadradas. Também é chamado de HEXAEDRO REGULAR. 


O melhor exemplo de objetos que possuem esse formato são os dados. 


Como as faces de um cubo são todas quadradas, as arestas (lados) do cubo 
têm a mesma medida. 


Chamando essa medida do lado do cubo de a, é possível demonstrar que: 


Vza? 


Exemplo resolvido 


Qual é o volume de uma caixa quadrada (em forma de um cubo) que tem 
lado de 25 cm? Expresse esse volume também em mº. 


o art. 184 do Código Penal 


alquer meio ou forma sem a 
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SOLUÇÃO: 
Dados do problema: 
a=25 cm ou 0,25 m 


a) Calculando o volume na unidade original do enunciado: 


V=a? — Fórmula para o cálculo do volume. 
V =25* > Substituindo os dados na fórmula. 
V =15.625 > Efetuando a potenciacáo. 


Como a unidade de medida utilizada foi o centímetro, podemos dizer que 
o volume da caixa é de 15.625 cm?. 


b) Fazendo o cálculo com o lado da caixa tendo a sua medida expressa em 


metros: 
Vega — Fórmula para o cálculo do volume. 
V = (0,25) > Substituindo os dados na fórmula. 
V =0,015625 > Efetuando a potenciação. 


Como a unidade de medida utilizada foi o metro, podemos dizer que o 


volume da caixa é de 0,015625 m*?. 
Concluímos, então, que 15.625 cm? = 0,015625 m°. 


Resposta: O volume da caixa é de 15.625 cm? ou de 0,015625 m°. 
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Estudo do paralelepípedo retângulo 


O PARALELEPÍPEDO RETÂNGULO é um sólido geométrico de seis faces, sendo 
duas a duas paralelas e todas com formato retangular. E também chamado 


de ORTOEDRO Ou de BLOCO RETANGULAR. 
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Sáo inúmeros os objetos que tém esse tipo de formato. Podemos citar como 


exemplos: tijolos, caixas de fósforos, caixas de sapato, livros etc. 


Suas dimensões são, normalmente, chamadas de comprimento, largura e 
altura, cujas medidas serão indicadas pelas letras a, b e c. Dessa maneira, é 


possível demonstrar que: 


V=a.b.c 
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Exemplo resolvido 


1) Um engenheiro deseja construir uma caixa d'água em um prédio. As 
dimensões internas projetadas são: comprimento: 6 metros; largura: 5 
metros; altura: 2,5 metros. Calcule o volume dessa caixa d'água em me- 
tros cúbicos e em litros. 


SOLUÇÃO: 


Dados do problema: 


a-6m;b-5m;c-25m 


a) Calculando o volume em metros cübicos: 


V=a.b.c — Fórmula para o cálculo do volume. 
V=6.5.2,5 > Substituindo os dados na fórmula. 
V=75 > Efetuando as multiplicações. 


Como a unidade de medida utilizada foi o metro, pode-se dizer que o vo- 
lume da caixa d'água é de 75 m°. 


b) Calculando o volume em litros: 


Deve-se fazer a transformação de metros cúbicos para litros. Para isso, 
deve-se lembrar que 1 litro = 1 dm. Então: 


V=75mº > Volume em metros cúbicos. 
V=75000 dm? > Transformando metros cúbicos em dm?. 
V=75000 4 => Volume em litros. 


Resposta: A caixa d'água possui 75 m°, tendo, portanto, a capacidade, ex- 
pressa em litros, de 75.000. 
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Volume de sólidos geométricos de revolução 


SÓLIDOS GEOMÉTRICOS DE REVOLUÇÃO são sólidos geométricos obtidos por 
meio da rotação de um polígono regular em torno de um eixo, normal- 
mente um dos lados do próprio polígono regular. 


Assim, é possível obter: 

e um conr, ao girar um triângulo retângulo; 

* um TRONCO DE CONE, ao girar um trapézio retângulo; 
* UM CILINDRO, ao girar um retângulo. 


Não serão feitos estudos relativos a todos os sólidos de revolução, mas 
apenas do mais conhecido e utilizado de todos, que é O CILINDRO. 


Um CILINDRO é um sólido geométrico de revolução obtido a partir do giro 
de uma volta completa (360º) de um retângulo por um de seus lados, que 
será o eixo de rotação. 


Assim, obtém-se o seguinte sólido geométrico: 


Eixo de rotação 


Nesse sólido, o volume é calculado por meio da seguinte fórmula 


matemática: 


V=S,.h 
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Em que S, representa a área da base, e h representa a altura do cilindro. 
Exemplos resolvidos 


1) Calcular o volume de uma lata de um determinado produto, que apresen- 
ta formato cilíndrico e cujas medidas sáo: 8 cm de raio e 22 cm de altura. 


SOLUÇÃO: 
Dados do problema: 
r=8cm;h=22 cm 


Para calcular o volume do cilindro, deve-se calcular, inicialmente, a área 


da base desse cilindro, que é um círculo. 


Cálculo da área da base do cilindro: 


S,=".P >> Fórmula para o cálculo da área de um círculo. 
Sp =3,14 . 8? = Substituindo os dados na fórmula. 

S, =3,14 . 64 > Efetuando as multiplicações. 

S, = 200,96 = Área do círculo, que é a base do cilindro. 


Calculando o volume do cilindro, em centímetros cúbicos: 


V=5, Eh — Fórmula para o cálculo do volume. 
V =200,96 . 22 > Substituindo os dados na fórmula. 
V = 4421,12 => Efetuando as multiplicações. 


Resposta: Como a unidade de medida utilizada foi o centímetro, pode-se 
dizer que o volume da lata é de 4.421,12 cm. 


2) Uma lata de refrigerante tem formato cilíndrico, com 6,5 cm de diâme- 
tro e 12 cm de altura. Qual a capacidade máxima de líquido que a lata 
de refrigerante pode armazenar, em mililitros? 


SOLUÇÃO: 
Dados do problema: 


d = 6,5 cm; r = 3,25 cm; h = 12 cm 
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Para calcular o volume do cilindro, deve-se calcular, inicialmente, a área 


da base desse cilindro, que é um círculo. 

Cálculo da área da base do cilindro: 

S,=1.P — Fórmula para o cálculo da área de um círculo. 
S, =3,14 . (3,25)?  — Substituindo os dados na fórmula. 


S,=3,14 . 10,5625 = Efetuando as multiplicações. 


S, = 33,16625 — Área do círculo, que é a base do cilindro. 


Calculando o volume do cilindro, em centímetros cúbicos: 
V=5,.h >> Fórmula para o cálculo do volume. 
V=33,16625.12 = Substituindo os dados na fórmula. 
V=397,995 => Efetuando as multiplicações. 


Resposta: Como a unidade de medida utilizada foi o centímetro, e 1 cm? = 
1 ml o volume da lata é de 398,00 cm? = 398,00 ml (com arredondamento 


para duas casas decimais). 
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Calcule o volume de uma caixa que possui 20 cm de comprimento, 12 
cm de largura e 7,5 cm de altura. 


Um paralelepípedo cuja altura é 18 cm, tem por base um quadrado que 
possui 48 cm de perímetro. Qual o volume desse paralelepípedo? 


Uma caixa de sapatos apresenta as seguintes dimensões: 33 cm de compri- 
mento, 18 cm de largura e 12,5 cm de altura. Qual o espaço (volume), em 
metros cúbicos, que um lojista deve reservar para armazenar um pedido 
de 500 pares de sapatos que vêm acondicionados nesse tipo de caixa? 


Uma caixa d'água cúbica tem 1,75 m de aresta interior. Sabendo que 1 


dm? = 1 litro, determine a capacidade, em litros, dessa caixa d'água. 


A soma de todos os lados de um cubo resulta em 96 cm. Determine o 
volume desse cubo. 


Uma lata de tinta cilíndrica tem 12 cm de raio de base e 32 cm de altura. 
Para facilitar o transporte, é necessário que as latas estejam acondicio- 
nadas em caixas de papelão de base quadrada, que comportem nove 
latas cada. Determine: 


o volume das latas que estarão acondicionadas em cada caixa; 
o volume de cada caixa de papelão; 


a diferença entre os volumes da caixa de papelão e das latas de tinta 


que a caixa contém. 
Observação: use n = 3,14 


Uma manilha de concreto tem o formato cilíndrico, com 1,20 m de com- 
primento. Se os raios interno e externo são, respectivamente, 40 cm e 
48 cm, qual o volume de concreto necessário para a fabricação de 1.000 
unidades dessa manilha? 


Observação: use n = 3,14 
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8. 


10. 


11. 


12. 


a) 


b) 


Uma seringa cilíndrica tem 1 cm de diâmetro por 5 cm de comprimen- 
to. Se o êmbolo dessa seringa estiver afastado 2 cm da extremidade 
próxima à agulha, qual o volume de líquido, em mililitros, que a se- 
ringa pode armazenar? 


Observação: use n = 3,14 


Uma madeireira cobra, para um determinado tipo de madeira, R$ 
1.250,00 por metro cúbico. Um cliente adquiriu duas pranchas dessa 
madeira, cujas dimensões são: 3,50 m de comprimento e 28 cm de lar- 
gura. Sabendo-se que a espessura de cada prancha é de 5,2 cm, quanto 
o cliente pagou pelas pranchas? 


Um silo de armazenagem cilíndrico, com 8 m de altura e 9 m de diâme- 
tro, está armazenando um determinado líquido. Se esse silo está com 
60% de sua capacidade, quantos litros do líquido estão armazenados? 


Observação: use rt = 3,14 


Um navio cargueiro apresenta uma de suas comportas com as seguin- 
tes dimensóes: 16 m de comprimento, 14 m de largura e 12 m de altura. 


Sabendo que esse navio possui dez comportas iguais, determine: 
Quantos m? cada comporta pode armazenar? 
Qual a capacidade total (em m?) que o navio pode transportar? 


Quantos m? o navio estará transportando, se estiver com 85% de sua 
capacidade? 


Um pallet tem as seguintes dimensões: 1,20 m de comprimento, 1,10 m 
de largura e 12 cm de altura. Se forem colocadas nesse pallet caixas com 
36 cm de comprimento, 25 cm de largura e 18 cm de altura, determine: 


quantas caixas podem ser colocadas nesse pallet, sabendo que o empilha- 


mento máximo é de quatro caixas e que não se podem virar as caixas; 


qual o volume de armazenamento por pallet. 
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Sejam dados dois conjuntos A e B não vazios. Chama-se Função (ou APLI- 
cação) de A em B, representada por f: A B ; y = f(x), a qualquer relação 
binária que associa a cada elemento de A um único elemento em B. 


Portanto, para que uma relação de A em B seja uma função, é imprescin- 
dível que a cada x e A esteja associado um único y e B. 


A palavra cada da definição indica que não pode ficar nenhum elemento do 
conjunto A sem manter relação com um único elemento do conjunto B. 


Nada é dito quanto aos elementos do conjunto B; portanto, é possível que 
no conjunto B existam elementos que não mantenham relação com ele- 
mentos do conjunto A. Logo, pode existir y e B que não esteja associado a 
nenhum elemento x e A. 


A representação pode ser indicada pela figura: 


y = f(x) 


Na notação escrita na figura acima, y = f(x). Isso significa que y está asso- 
ciado a x por meio da funcáo f. 


Essa associacáo também pode ser dita ao se mencionar que y é imagem de 
x gerada pela funcáo f. 


A seguir, seráo definidos alguns termos da nomenclatura normalmente 
utilizada ao se trabalhar com funções: 


e Variável independente — normalmente representada pela letra x, é a 
variável que assume os possíveis valores do conjunto A. 
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Variável dependente — normalmente representada pela letra y, é a va- 
riável que assume os possíveis valores do conjunto B. 


Domínio - representado pela letra D — conjunto de elementos do pri- 
meiro conjunto (A). 


Contradomínio - representado por CD - conjunto de elementos do se- 
gundo conjunto (B). 


Lei de formação - lei que define como os elementos do domínio se re- 


lacionam com os elementos do contradomínio. 


Conjunto imagem - representado por Im - conjunto formado apenas 
pelos elementos do contradomínio que se relacionam com elementos 
do domínio. 


Exemplo resolvido 


Dados os conjuntos A =(-1,0,1,2]eB=|xe N | -5 < y «6|, verificar se a 


relação dada por f(x) 2 2.x * 1 representa ou nào uma função. 


Para resolver essa questão, é necessário, em primeiro lugar, determinar 


quais são os elementos do conjunto B. São números pertencentes ao con- 


junto dos números naturais, maiores ou iguais a — e menores que 6. Então, 


os elementos do conjunto B são: 


B=(5, 4, 3, 2, FL, 0, 1,2,3,4,5) 


Fazendo os cálculos para ver qual a relacáo existente entre os elementos do 


conjunto A com os elementos do conjunto B, encontra-se: 


para x=-1 > y = f(-1) > y =2. (-1)+1 >y =-2 +1 >y=-1 
parax=0>y=f(0)>y=2.(0)+1>y=0+1>y=1 
paax=1>y=f(1)>y=2.(1)+1>y=2+1>y=3 


parax=2>y=f(2)>y=2.(2)+1>y=4+1>y=5 


Pode-se, entáo, montar o seguinte diagrama de Venn representativo da 


situação: 
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Conclui-se que a situação exposta representa uma função, pois, para cada 
valor de x e A, existe um único y e B. Pode-se, então, definir: 


e Variável dependente: y 
e Variável independente: x 
e Lei de formação: y = f(x)=2.x+1 


e Domínio: D (f) =(-1 0, 1, 2} 


e Contradomínio: CD (f) = (5, 4, 3, 2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5) 
e Conjunto imagem: Im = (-1, 1, 3, 5} 


Quando D (f) = R e CD (f) =R, sendo R o conjunto dos números reais, diz- 


se que a função f é uma função real de variável real. 


Seja dada uma função f : R  R definida pela lei de formação y = f(x). 
Pode-se representar os pares ordenados (x, y), obtidos por meio da lei de 
formação, que possuem x e D (f) e y = f(x), num sistema de coordenadas 


cartesianas. 


A curva obtida com a ligação dos pares ordenados é a representação geo- 


métrica da função, usualmente denominada de GRÁFICO DA FUNÇÃO f. 


Exemplos resolvidos 


1) Fazer o gráfico da função f : A > R, definida pela lei de formação dada 
por f(x) = 2 . x- 3, sabendo-se que A = (1, 2, 3, 4). 
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Cálculo das imagens geradas pelos valores da variável independente: 


parax=1>y=1f(1)=2.1-3>y=2-3>y=-1, gerando o par ordenado 
(1-1; 


parax=2> y =f(2)=2.2-3>y=4-3> y- 1, gerando o par ordenado 
(2, D; 


parax=3> y =f(3)=2.3-3>y=6-3> y -8, gerando o par ordenado 
(3, 3); 


para x=4 > y =f(4)=2.4-3>y=8-3>y=5, gerando o par ordenado 
(4, 5). 


Ao representar os pares ordenados em um sistema de eixos cartesianos, 
obtém-se: 


OBSERVAÇÕES: 

a) o domínio dessa função é dado por D (f) = (1, 2, 3, 4); 

b) o contradomínio é CD (f) = R(conjunto dos números reais); 
c) o conjunto imagem é dado por Im (f) = (-1, 1, 3, 5); 


d) como o domínio é composto por números naturais isolados, a repre- 
sentação gráfica fica restrita a pontos isolados - um ponto para cada 
par ordenado. 


105 


Nenhuma parte desta publicação poderá ser reproduzida por qualquer meio ou forma sem a prévia autorização da Editora Ibpex. A violação dos direitos autorais é crime estabelecido na Lei nº 9.610/1998 e punido pelo art 184 do Código Penal 


106 


2) Fazer o gráfico da função f : A > R, definida pela lei de formação dada 
por f(x)=2.x-—3, sabendo-se que A=|xeR | 1<x<4). 


A lei de formação dessa função é a mesma do exemplo anterior, mas o 
domínio da função, agora, é o intervalo [1, 4]. Isso indica que, além dos 
pontos marcados no exemplo anterior, deve-se marcar todos os pontos 
intermediários, desde o número 1 até o número 4. 


O gráfico ficará: 


OBSERVAÇÕES: 

a) o domínio dessa função é dado por D (f)= {xe RI 1<x<4); 
b) o contradomínio é CD (f) = R(conjunto dos números reais); 
c) o conjunto imagem é dado por Im (f) = (y eR | -1 <y <5}; 


d) como o domínio é dado por um intervalo, a representação gráfica fica 


restrita a um segmento de reta. 


3) Fazer o gráfico da função f : R > R, definida pela lei de formação dada 
por f(x) =2.x-3. 


A diferenca deste exercício para os anteriores é que, agora, o domínio é 
o conjunto dos números reais. Assim, náo há restricáo para os valores da 
variável independente x, podendo ser selecionado qualquer valor do con- 


junto dos números reais, o que significa que a representacáo gráfica náo 
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tem início nem final definidos. O gráfico de tal função será representado, 


então, por uma reta infinita: 


OBSERVAÇÕES: 

a) o domínio dessa função é dado por D (f)=R; 
b) o contradomínio é CD (f) =R; 

c) o conjunto imagem é dado por Im (f) = R; 


d) como o domínio é dado pelo conjunto dos números reais, a represen- 
tação gráfica é uma reta. 


Assim, após esses exemplos, sendo dado o gráfico representativo de uma 
função, pode-se dizer que: 


a) a projeção da curva sobre o eixo dos x nos dá o domínio da função; 


b) a projeção da curva sobre o eixo dos y nos dá o conjunto imagem 
da função; 


c) toda reta vertical que passa por um ponto do domínio da função in- 
tercepta o gráfico da função em um único ponto. 
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Deve-se lembrar que se está supondo que os elementos dos conjuntos de- 
nominados de domínio e contradomínio pertencem ao conjunto dos nú- 
meros reais (R). 


Já foi visto que o domínio de uma função é constituído pelo conjunto de 
todos os elementos da variável independente, para os quais o valor da 


função pode ser determinado. 


1º situação 


lo art 184 do Código Penal. 


Caso não seja explicitado o domínio da função, supor-se-á que o domínio 
é o conjunto dos números reais, ou seja, o domínio é constituído por todos 
os valores de x para os quais f(x) é um número real. 


EXEMPLO: 
Estabelecer o domínio da função f(x) = x -3x + 1. 
SOLUÇÃO: 


Como não foi especificado em qual conjunto se trabalhará, supõe-se que 
será o conjunto dos números reais. De fato, pode-se encontrar o valor de y 
(variável dependente) ao se substituir x (variável independente) por qual- 


quer valor real. 


Assim, pode-se escrever que: 


alquer meio ou forma sem a 


D (f) - R 


2º situação 


Se for estabelecido um intervalo de validade da variável independente, 


esse intervalo será o domínio da função. 


B 
3 
2 
5 
2 


EXEMPLO: 
Qual o domínio da função f(x) = 5x — 3, com 0 < x < 6? 
SOLUÇÃO: 


Como, juntamente com a função, já foram esclarecidos quais valores 
podem ser assumidos pela variável independente, o domínio da função 
será dado por: 
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D(f)=kxeR|0<x<6) 


3º situação 


Caso apareça a variável independente no denominador de uma fração, 
deve-se ter o cuidado de restringir o valor dessa variável, de tal modo que 


esse denominador não se anule. 
EXEMPLO: 


Qual o domínio da função f(x) = = 
EE 


e 
E] 
$ 
3 


SOLUÇÃO: 


Como a variável independente está no denominador, deve-se impor a con- 


dição de esse denominador não se anular. Assim: 


x-5*0>x:0+5>x* 5 


Então, o domínio da função será dado por: 


eitos autorais é crime est 


D(f)=kxeRlx 2 5 


4º situação 


Se a variável independente estiver sob um radical de índice par, deve-se 
impor a condição de o radicando ser maior ou igual a zero. 


OBSERVAÇÃO: se o radical for de índice impar, o domínio será o conjunto 


dos números reais. 


ualquer melo ou forma sem a prévia autorização da Editora 


EXEMPLO: 


Qual o domínio da função f(x) = /3x —15 ? 
SOLUÇÃO: 


Como a variável está sob um radical de índice par, deve-se fazer a im- 
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posição de o radicando ser maior ou igual a zero. Portanto: 


3x-1520>3x2155x22 x25 


Logo, o domínio da função será dado por: 


D(f)=ixeRIx>5) 
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5º situação 


No caso de uma função ser composta de várias operações matemáticas, 
deve-se considerar como domínio todos os valores da variável indepen- 
dente que tornam possíveis as operações matemáticas indicadas na defi- 


nição da função. 


EXEMPLO: 


3x 
x-7 


Estabelecer o domínio da função f(x) = /2x - 8 + 5 


SOLUÇÃO: 


e 
E] 
$ 
3 


1) A variável independente que está sob o radical de índice par faz com que 


seja imposta a condição de o radicando ser maior ou igual a zero. Logo: 


2x-820>2x28>x24 


2) A variável independente que está no numerador pode assumir qual- 
quer valor. Então, nesse caso, não há restrição quanto ao seu valor, po- 


eitos autorais é crime est 


dendo assumir qualquer valor real. 


3) A variável independente que se encontra no denominador faz com 
que seja imposta a condição de esse denominador ser diferente de 


zero. Assim: 


2x-7 40 2x «7 x47 


4) As restrições impostas são: 


ualquer melo ou forma sem a 


x24ex* 7 
2 


Verifica-se que a primeira restrição satisfaz, simultaneamente, a todas as ope- 
rações matemáticas que definem a função. Logo, o domínio será dado por: 


D(f)=(xe RIx>4) 


Nenhuma parte desta publi 


Função sobrejetora 


E aquela cujo conjunto imagem é igual ao contradomínio. 
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Ao representar a função sobrejetora por meio de um diagrama, pode-se 
notar que, além de não sobrarem elementos no conjunto A (fato obrigató- 


rio para ser uma função), não sobram elementos no conjunto B. 


EXEMPLO: 


Função injetora 


Uma função y = f(x) é injetora quando elementos distintos do seu domínio 


possuem imagens distintas, isto é: 
x, * x, > f(x) + f(x) 


EXEMPLO: 


Y 


v 


v 


Função bijetora 


Uma função é dita bijetora quando é, ao mesmo tempo, injetora e sobre- 
jetora. 
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EXEMPLO: 


Exemplos resolvidos 
1) Considere três funções f, g e h, tais que: 
e a função f atribui a cada pessoa o seu sobrenome; 


e a função g atribui a cada pessoa o seu número de registro geral de iden- 


tificação junto ao órgão expedidor; 
e a função h atribui a cada número inteiro a sua metade. 
Pode-se afirmar que, das funções dadas, são injetoras: 
a) f, geh. 
b) feh. 
c) geh. 
d) apenas h. 
e) nenhuma delas. 
SOLUÇÃO: 


Sabe-se que, numa função injetora, elementos distintos do domínio pos- 


suem imagens distintas, ou seja: 
x, * x, > f(x) * f(x) 
Logo, pode-se concluir que: 


f não é injetora, pois duas pessoas distintas podem ter o mesmo sobre- 


nome, 
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g é injetora, pois não existem duas pessoas com o mesmo número de regis- 


tro geral de identificação junto ao mesmo órgão expedidor; e 


h é injetora, pois dois números distintos possuem metades também dis- 
tintas. 


Assim, a alternativa correta é a letra C. 


2) Seja f uma função definida em R - conjunto dos números reais, tal que 
f(2x - 4) =3x +5. 


Nessas condições, pede-se determinar f(4x). 
SOLUÇÃO: 


Deve-se fazer uma mudança de variável em f(2x — 4) = 3x + 5, da se- 


guinte forma: 
2x-4=z 


Isolando-se a variável x, obtém-se: 


z+4 
X= 
2 


z+4 


Substituindo-se agora (2x — 4) pela nova variável z, e x por | ), vem: 


z+4 
2 


+5 


t)=3( 


32 +12, 


f(z)= 2 


F5 


3z4 12410 
2 


3z +22 
2 


3z +22 


f(z) = 


Se f(z) = 


, entáo, trocando-se a variável z por 4x, que é o que se de- 


seja calcular, obtém-se: 


(ax) - 9 +22 


fax) 2 


f(4 x) =6x +11 
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Função par 


A função y = f(x) é par se para todo x e D (f) acontecer o fato de se ter 
f(x) = f(-x). 


Portanto, numa função par, elementos simétricos do domínio possuem o 


mesmo valor para imagem. 


Uma consequência desse fato é que os gráficos cartesianos das funções pa- 
res são curvas simétricas em relação ao eixo das ordenadas (eixo y), ou seja, 
têm o eixo y funcionando como um espelho que reflete, do lado esquerdo, 
o que tem imagem do lado direito. 


Um exemplo de gráfico de uma função par pode ser o que segue: 


f(x) = f(-x) 


EXEMPLO: 
Verificar se a função dada por y = 2x! + 5 é ou nào uma função par. 


Para ser uma função par, deve-se ter f(x) = f(-x). Então, escolhendo-se va- 


lores simétricos para x, deve-se obter resultados iguais para y. 
Se forem escolhidos 3 e -3 para os valores de x, obtém-se: 


£(3)=2.(3)+5 


f(3)=2.81+5 
f(3)=162+5 
f(3) = 167 
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e 


f(3)=2. (3)+5 


f(3)=2.81+5 
f(-3) - 162 45 
f(-3) = 167 


Logo, a função dada é uma função par. 


Função ímpar 


A função y = f(x) é ímpar quando para todo valor de x e D (f) acontecer 
f(-x) = f(x). 


Portanto, numa função ímpar, elementos simétricos do domínio possuem 
imagens simétricas. 


Uma consequência desse fato é que os gráficos cartesianos das funções 
ímpares são curvas simétricas em relação à origem do sistema de eixos, o 
par ordenado (0, 0). 


Observe: 


EXEMPLO: 


Verificar se a função dada pela lei de formação y = 3xº é ou não uma 
função ímpar. 


Para que a função dada seja impar, deve-se ter f(-x) = —f(x). 
Atribuindo para x os valores 3 e -3, obtém-se: 


£(3) =3 . (3 
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f(3) =3 . 243 


£(3) = 729 
e 
£3) =3.. (3) 


f(-3) =3 . (7243) 
f(-3) = -729 


Como f(-3) = —f(3), a função dada é ímpar. 


10 constante 


Uma função é dita constante quando é do tipo f(x) = k, em que k é um 
valor numérico qualquer do conjunto dos números reais, ou seja, k e R. 
Outro aspecto a considerar é que, nesse tipo de função, não aparece variá- 
vel independente. 


EXEMPLOS: 
e f(x)=7 
e f(x)=-1,25 


A representação gráfica de uma função constante é uma reta paralela ao 


eixo das abscissas, O eixo x. 


Graficamente, temos: 
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Definição 


Uma função polinomial de 1º grau também recebe as denominações de 
função afim e de função linear. Identifica-se esse tipo de função quando 
ela puder ser escrita na forma y = ax + b, com a % 0. 


Exemplos : 
f(x) = -7 x + 125, em que a=-7e b = 125. 
4 2 4 


109 5x, em que E E 


Classificação das funções polinomiais de 1º grau 
FUNÇÃO IDENTIDADE 


É uma função polinomial de 1? grau em quea=1 e b - 0, sendo, portanto, 


escrita com o formato f(x) = x. 
FUNÇÃO LINEAR 


É toda função polinomial de 1º grau escrita na forma f(x) = ax, sendo a # 0. 
Nesse caso, tem-se b = 0. 


FUNÇÃO AFIM 


É o caso mais geral de uma função polinomial de 1º grau. São as funções 
que podem ser escritas na forma f(x) = ax +b, com az0e bz0. 


Características da função de 1º grau 


Em toda função polinomial de 1º grau f(x) = ax + b, a é chamado de cozri- 


CIENTE ANGULAR, e b de COEFICIENTE LINEAR. 
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Toda função de 1º grau tem uma única raiz, que representa o ponto em 


que o gráfico da função intercepta o eixo das abscissas (eixo x) e é dada 


por x=-2, 
a 


Gráfico de uma função de 1º grau 
Toda função de 1º grau tem por gráfico uma reta. 


O coeficiente angular a dá a inclinação da reta representativa do gráfico da 


função em relação ao eixo x. Tem-se, então, que se: 
a> 0 > função crescente 
a < 0 > função decrescente 
a = 0 > função constante 


O coeficiente linear b representa o valor numérico em que o gráfico da 
função de 1° grau intercepta o eixo das ordenadas (eixo y). 


Observe os modelos de gráficos dados abaixo: 


a>0 a«0 


v% 


OBSERVAÇÃO: quando a função é linear, ou seja, y = f(x) = ax, o gráfico é 
uma reta que sempre passa na origem, ponto de coordenadas (0, 0). 


Exemplos resolvidos 


1) Dada a função polinomial de 1° grau f(x) = 3x + 12, determine a raiz, o 
coeficiente angular e o coeficiente linear da função, bem como verifique 
se essa função é crescente ou decrescente. Construa o gráfico da função. 
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SOLUÇÃO: 


Para a determinação dos coeficientes angular e linear, basta verificar os 
valores de a e de b. 


Coeficiente angular: a = 3. Como a > 0 > função crescente. 


Coeficiente linear: b = 12. 


b 12 


a 


Raiz = > raiz = > raiz = 4. 


Construção do gráfico: 
a) ponto onde a reta intercepta o eixo das ordenadas (eixo y) = 12; 


b) ponto onde a reta intercepta o eixo das abscissas (eixo x) = 4. 


y^ 


>X 


2) Determine a função f(x) = ax + b, sabendo que f(2) = 5 e f(3) = -10. 
SOLUÇÃO: 

Se f(2) = 5, pode-se escrever que y =5 sex - 2. 

Se f(3) = —10, pode-se escrever que y = -10 se x = 3. 


Dessa forma, sabendo-se que f(x) = ax + b, pode-se montar o sistema de 


equacóes: 
5=2.a+b 


-10=3.a+b 
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Isolando-se b na equação de cima, obtém-se: b - 5 - 2a 
Substituindo-se esse valor na equação de baixo, encontra-se: -10 23. a * 5 - 2a 
Resolvendo-se essa equação: 


3.a-2.a=-10-5 = a=-15 


Substituindo-se o valor encontrado em b = 5 - 2a, obtém-se o valor de b: 


b=5-2.(-15)>b =5+30>b=35 


Portanto, como a função procurada é da forma y = a . x + b, basta substituir 
os valores encontrados nos lugares de a e de b. Então: 


y =-15x +35 


Resposta: A função procurada é y =-15x + 35. 


Definição 


Uma função polinomial de 2º grau também pode ser chamada de runçÃo 
QUADRÁTICA. É toda função que pode ser reduzida à forma f(x) = ax? + bx + c, 
com a 2 0. 


EXEMPLOS 
e f(x)=x*-2x+1,emquea=1,b=-2ec=1. 


e y=x,emquea=-1,b=0ec=0. 
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Gráfico de uma função polinomial de 2º grau 


Toda função polinomial de 2º grau tem a representação gráfica dada por 


B 
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2 
5 
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uma curva denominada de PARÁBOLA, a qual intercepta o eixo das orde- 
nadas (eixo y) no ponto de coordenadas (0, c). 


Se a funcáo de 2* grau tiver o parámetro a positivo, isto é, a> 0, a curva terá 
a sua concavidade voltada para cima, e a função terá um ponto de míni- 
mo. Se o valor de a for negativo, ou seja, a < 0, a concavidade da curva será 


voltada para baixo, e a função terá, então, um ponto de máximo. 
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OBSERVE: 


a«0 a>0 

ya y^ 

c 

0 >X 0 >X 
C 


Para encontrar as raízes x' e x", que são os pontos nos quais a parábola 
intercepta o eixo das abscissas (eixo x), deve-se igualar a função do 2º grau 
a zero e resolver a equação do 2º grau resultante. 


Para tanto, usa-se a fórmula de Bháskara: 


qo mdb tato FE pe A 
E 2a 2a 


Toda parábola possui um vértice, que é o ponto no qual o gráfico re- 
presentativo da função de 2º grau deixa de ser crescente e passa a ser 
decrescente, ou vice-versa. 


Para calcular as coordenadas do vértice, utilizam-se as fórmulas: 


sendo que A recebe o nome de DISCRIMINANTE e A=b*-4.a.c 


Em relação ao discriminante A, conforme o seu valor, pode-se saber o que espe- 


rar em relacáo às raízes x' e x" obtidas da fórmula de Bháskara. Assim, se: 


e A»Ü (positivo), a função possui duas raízes reais e diferentes. A pará- 
bola interceptará o eixo x em dois pontos: x” e x”; 
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alquer meio ou forma sem a pré 


B 
3 
2 
5 
2 


122 


e A=0 (nulo), a função possui duas raízes reais e iguais. A parábola “en- 


costará" no eixo x no ponto x” = x”; 


e A <0 (negativo), a função não possui raízes reais. Isso implica que a 


parábola não interceptará o eixo x. 


Observe atentamente o gráfico genérico esquematizado abaixo: 


Quando se conhecem os valores das raízes x e x” de uma função do 2º 
grau e o valor do parâmetro a, pode-se escrever a função do 2º grau que 
resultou nessas raízes. 


Para tanto, utiliza-se a forma fatorada da função do 2º grau, que é: 


yza(x-x).(x- x") 


Exemplos resolvidos 


1) Sabendo que -2 e 3 são raízes de uma função quadrática e que o 
ponto (-1, 8) pertence ao gráfico dessa função, determine a função 
que deu origem a essas raízes, verificando se a função possui ponto 
de máximo ou de mínimo, e a ordenada desse ponto. 


SOLUÇÃO: 


Sabe-se que a função quadrática pode ser escrita na forma fatorada: 


y 7 a(x- x). (x- x"), em que x’ e x" são os zeros ou raízes da função. 


Portanto, pode-se escrever: 


y=alx-(-2)](x-3)=a(x+2)(x-3)=>y=a(x+2)(x-3) 


£ 
ê 
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Como o ponto (-1, 8) pertence ao gráfico da função, obtém-se: 


8=a(1+2)(1-3)>8=a(l)(-9)>8=4>a=-2 


A função é então: y = -2(x + 2) (x-3) > y = (2x - 4) (x- 3) > 


y = 2x2 + 6x -4x+ 12 > y =-2x?+ 2x + 12, em quea=-2,b=2ec=12 


Como a é negativo, conclui-se que a fungáo possui ponto de máximo. A 


; , A 
ordenada desse ponto vai ser dada pela fórmula y, = E 
.a 


A=b*-4.a.c > =2-4.(-2)12>=4+96=100e 


100 100 - 
yv — 4.(2) = Futter >y,=125 


Resposta: A função procurada é y = 2x? + 2x + 12, que possui um ponto de 
máximo dado pela ordenada y, = 12,5. 


2) Determine as raízes da função f(x) = -x° + 2x— 3 e construa o seu gráfico 


representativo. 
SOLUÇÃO: 


Para encontrar as raízes da função, usa-se a fórmula de Bháskara, após 
igualar a função a zero. Assim: 


-b+vb? -ac | © G as 


x= —— —— > X 
2a 2.(-1) 


-2t44-12 -2t«4-8 
> X-—————— 


-2 -2 


> x= 


Como o valor do discriminante A = -8 é negativo, não é possível extrair sua 
raiz quadrada no conjunto dos números reais e, portanto, não há valores 


para x' e para x”. Isso significa que a parábola não intercepta o eixo x. 


Calculando-se as coordenadas do vértice da parábola, encontra-se: 
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Portanto, sabe-se que: 
e o gráfico interceptará o eixo das ordenadas no ponto (0, -3); 
e o vértice tem coordenadas V (1, -2); 


* a parábola nào intercepta o eixo x, pois A =-8. 


inuidade e descontinuidade 


Uma função é contínua quando o gráfico que a representa não possui 
qualquer interrupção. Tem-se, como exemplo, a função f(x) = x? — 4, mos- 


trada anteriormente. 


Caso haja no gráfico uma interrupção, diz-se que houve uma desconti- 
nuidade. Um exemplo comum é a função que apresenta a variável x no 
denominador de uma fração. A função apresentará descontinuidade para 
o valor de x que anular o denominador. Por exemplo, seja a função: 


x2 


f(x) = 


x-1 


Quando x = 1, ocorrerá uma interrupção no gráfico. Para verificar esse fato, é 


preciso atribuir valores à variável x e calcular o correspondente f(x). 
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Veja agora o gráfico da função f(x) = 


pod cce 


A OS safa a 


Teste da reta vertical 


Já se verificou que toda função pode ser representada por um gráfico no 
plano cartesiano. Entretanto, a recíproca não é verdadeira, ou seja, nem 
toda curva no plano cartesiano é o gráfico de uma função. Como saber en- 


tão se uma dada curva no plano cartesiano é o gráfico de uma função? 


Basta verificar se alguma reta vertical intercepta a curva em mais de um ponto. 
Caso isso ocorra, a curva não é o gráfico de uma função y = f(x). Por quê? Por- 
que estaria sendo violada a definição de função, que diz que a cada elemento x 
pertencente ao domínio da função corresponde um único elemento y perten- 
cente ao contradomínio dessa função. Veja os gráficos a seguir. 
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f 69 


A curva do item a não é o gráfico de uma função, porque a reta vertical 
intercepta a curva em mais de um ponto. A curva do item b é o gráfico de 
uma função, porque a reta vertical intercepta a curva uma única vez. 


Observe, ainda, a curva da função f(x) = , mostrada anteriormente. 


x- 


Verifique a reta vertical que passa pelo ponto (1, 0). A curva é o gráfico da 
função, porque a reta vertical intercepta a curva em no máximo um ponto. 


2 
S 
3 
3 
E 
3 
E 
i 
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1. Sejam dados os conjuntos A = (0, 1, 2, 3, 44e B= {xe Z |-3<x<7}. 
Verifique se a relação dada pela lei de formação f(x) = 2x — 3 representa 
ou não uma função. Em caso positivo, qual é o conjunto imagem da 
função? 


2. Observe o diagrama dado abaixo: 


Com base nesse diagrama, responda: 

a) Qual é a variável dependente? 

b) Qual é a variável independente? 

c) Qual é o domínio da função? 

d) Qual é o contradomínio da função? 

e) Qual é o conjunto imagem da função? 


3. Seja f uma função definida em R - conjunto dos números reais — de tal 


modo que f(x — 3) = 2x. Nessas condições, determine f(x + 3). 
4. Estabeleça o domínio das funções dadas abaixo: 


A 


b) f(x) = 3x? -4x +3x-8 
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d) fo) =-~ 
) f£69=35 e 
x-9 
e ax 
2 
f = 
UR x? -9x +20 
x?-1 


h) 9-3 er 


5. Para que uma função seja classificada como uma função: 
a) par, deve-se ter f(x) = f(-x) 

b) ímpar, deve-se ter f(x) = f(-x) 

C) par, deve-se ter f(-x) = —f(x) 

d) ímpar, deve-se ter —f(-x) = —f(x) 


6. Olucro de uma indústria é função da produção diária de determinada peça. 
Tal lucro obedece à regra definida pela função f(x) = 0/2 . x? + 10. x - 1500 
reais. Qual é, então, o lucro dessa indústria, em reais, quando a produção 
diária for de 100 peças? 


7. Certa localidade brasileira apresenta crescimento populacional de acor- 
do com a função f(x) -2+ mil habitantes. Qual será a população 


dessa localidade daqui a dez anos? 


8. Se a função f atribui a cada pessoa a sua naturalidade, a função g atribui 
a cada cidade o seu prefeito, e a função h atribui a cada número natural 
a sua metade, determine quais dessas funções são injetoras. 


9. Classifique em par ou ímpar as funções: 
a) f: R >R, definida por f(x) =x? - 9. 


b) g: R9 R, definida por g(x) = x. 
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10. Determine a lei de formação que fornece o volume de uma caixa em 


relação à variável x, sabendo que as dimensões da caixa são: 


e altura=2.x 


e comprimento=4.x-1 


e largura- 10.x - 3. 


Estabeleça, também, o domínio dessa função. 


11. Qual dos gráficos abaixo representa uma função constante? 


a) 
y^ b) y^ 
0 >X 0 >X 
c) y4 d) y^ 
0 >X 0 >X 
e) y^ 
ó >X 
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12. Determine a função f(x) = ax + b, sabendo que f(5) = 10 e f(4) =-15. 
13. Determine a raiz e o coeficiente linear da função afim f(x) = 10x + 5. 


14. Qual dos gráficos abaixo representa uma função polinomial de 1º grau 
do tipo f(x) = —ax + b? 


a) y^ b) y^ 

0 >x 0 »X 
c) y^ d) y^ 

0 >x 0 >x 


e) nenhuma das anteriores. 
15. Determine as raízes das equações dadas abaixo: 
a) f(x) =2x?- 6x - 20 
b) f(x)=2+Ž 
) £0) 3 
c) f(x) * 330 - 7x +2 


16.Sabe-se que 2 e 3 são raízes de uma função quadrática. O ponto de 
coordenadas (1, 8) pertence ao gráfico dessa função. Com base nessas 
informações, responda corretamente: 
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a) Qual é a expressão matemática que representa essa função? 
b) Qual é o ponto no qual o gráfico da função intercepta o eixo das ordenadas? 
C) Quais são as coordenadas do vértice dessa função? 


17. Determine as coordenadas do vértice da parábola que apresentam 
como lei de formação as expressões matemáticas dadas abaixo: 


a) f(x)=4x2+2x—3 
b) f(x) =-x?+2x+3 
c) f(x) 2x? - 8x-9 


18. Dada a função f(x) = ax + b, e sabendo que f(3) = 5 e f(-2) = —5, determine 
o valor de f(0,5). 


19. Determine a lei de formação da função cujo gráfico é o representado 
abaixo: 


y^ 


20. Calcule os valores dos parámetros a e b para que o gráfico representa- 


tivo da função f(x) = ax? + bx + 6 tenha como coordenadas do seu 
NS 5 1 
vertice x, E e y, A 
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Função composta 


e aplicações de funções 


134 


Há situações em que uma função é constituída a partir de outra ou de ou- 


tras, o que se denomina COMPOSIÇÃO DE FUNÇÕES OU FUNÇÃO COMPOSTA. 


Assim, a função definida por g(f(x)) é uma função composta que se repre- 
senta por (g o f) (x), cujo domínio é o conjunto de todos os valores de x no 
domínio de f, de tal forma que f(x) pertence ao domínio de g. 


Exemplos resolvidos 

1) Seja, por exemplo, g(x)=x?-4e f(x) =x + 1. 
Calcular g(f(x)) e f(g(x)). 

SOLUÇÃO: 


a) Para calcular g(f(x)), deve-se, na função g(x), substituir a variável inde- 
pendente x por (x + 1). Obtém-se então: 


(g of) (x) = [EP 4 
(gof)G9-(x*1?-4 
(gof)G)-x*2.x*1-4 
(gof)b)=*2+2x-3 


b) Para calcular f(g(x)), deve-se, na função f(x), substituir a variável inde- 
pendente x por (x? — 4), ou seja: 


(fo g) 69 = [809] +1 

(fog)(x)=x2-4+1 

(fog) 0) =2-3 

2) Seja a função f(x)=5x+3 e a função g(x) = (X? — 5). 
Determinar as funções compostas (f o g) (x) e (g o f) (x). 
SOLUÇÃO: 


a) Para determinar a composição de funções (f o g) (x), deve-se, na função 
f, substituir a variável independente x por (x? - 5). Obtém-se então: 
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(fog) 6) =f(809) = 45.02 -5)+3 
(fog) (x) =f(809)= J5x? -25«3 
(fog) (x) =f(g09)= Js? -22 


b) Para a determinação da função composta (g o f) (x), deve-se, na função 
g substituir a variável independente x por (V5x+3) . Assim, tem-se: 


(gof) 69 = g(fc9)  (5x«3y -5 


(g o f) (x) = g(f(x))=5x+3-5 


(80 f) 69 = g(f09) = 5x — 2 


OBSERVAÇÃO: nota-se que os resultados obtidos dos dois tipos de composi- 
ção de funções, (f o g) (x) e (g o f) (x), são diferentes. 


Muitas são as aplicações das funções em Administração de Empresas, 
Ciências Contábeis e Economia. Grande parte dessas aplicações está liga- 
da à resolução de problemas que envolvem custos, lucros, demandas, ofer- 
tas, receitas, ponto de equilíbrio etc. 


Para melhor entender e assimilar as aplicações de funções, serão resolvi- 
dos, a seguir, alguns problemas. 


Exemplos resolvidos 


1) Se a função custo total de fabricação de um determinado artigo for 
dado por meio da função C(x) = 2x? - x? + 5x + 120, em que x representa 


a quantidade produzida, determinar: 
a) o custo total para produzir 15 unidades desse artigo; 
b) o custo total para produzir 30 unidades desse artigo; 


c) a função custo médio e o custo médio para produzir 15 unidades 
desse artigo. 


SOLUÇÃO: 


a) Para determinar o custo total de uma certa quantidade de artigos, no 
caso 15 artigos (x = 15), basta substituir esse valor na função custo total 
que foi dada. Assim, tem-se: 
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C(x) 2 220 - x? + 5x + 120 

C(x) 22. (15) - (15? + 5 . (15) + 120 

C(x) 22.3375 - 225 +75 + 120 

C(x) = 6750 — 225 + 75 + 120 

C(x) = 6720 

Resposta: O custo total para a produção de 15 artigos é de R$ 6.720,00. 


b) Para determinar o custo total da produção de 30 artigos (x = 30), pro- 
cede-se de maneira análoga à anterior, ou seja: 


C(x) = 220 - x? + 5x + 120 

C(x) = 2 . (30) - (30) + 5 . (30) + 120 

C(x) = 2 . 27000 - 900 + 150 + 120 

C(x) = 54000 — 900 + 150 + 120 

C(x) = 53370 

Resposta: O custo total para a produção de 30 artigos é de R$ 53.370,00. 


OBSERVAÇÃO: à primeira vista, pode-se entender que, para encontrar o 
custo total de 30 artigos, basta dobrar o valor obtido com o cálculo do 
custo total de 15 artigos. Esse raciocínio, porém, não é válido, como se 
pôde comprovar no exemplo anterior. A não validade se justifica, pois, 
para dobrar a produção, podem ser inevitáveis a contratação de mais 
funcionários, a aquisição de mais equipamentos, a ampliação da linha de 
produção no tocante ao espaço físico, entre outros aspectos, elevando o 
custo necessário para dobrar a produção. 


c) A função custo médio será determinada pelo quociente da função custo 
total pela quantidade produzida. Assim: 


CMe (x) > custo médio 


CMe (x) = co, em que > C(x) > custo total 
x 


x > quantidade produzida 
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Dessa forma: 


3 2 
CMe (x) = 2x"-x* + 5x + 120 


x 
Colocando-se o denominador sobre cada um dos termos do numerador, 
obtém-se: 


3 2 
CMe (x) = 2x X 5x 120 


X X X X 


Fazendo-se as simplificações possíveis: 
E 120 4 : - 
CMe (x) = 2x^ -x+5+ —, que é a função custo médio procurada. 
X 


Para o cálculo do custo médio das 15 unidades, basta substituir o valor da 


quantidade por 15, ou seja, x = 15. Dessa maneira, tem-se: 


CMe (15) = 2(15)? - (15) +54 " 


CMe (15) -2 225) -15 548 


CMe (15) 2450-154 54 8 


CMe (15) = 448 
Pode-se obter esse valor de uma outra maneira. Observe: 


CMe (x) =£6) 


x 


6720 


CMe (15) =" 


CMe (15) = 448 


: E 120 f 
Resposta: A função custo médio é CMe (x) = 2x2 -x+5+ x / € o custo mé- 


dio para produzir 15 artigos é R$ 448,00. 


2) A função de demanda de um determinado bem de consumo produzido 
300 
3+0,25x 
tidade demandada e y o preço unitário do bem. Determinar: 


por certa fábrica é dada por y = , em que x representa a quan- 


a) a quantidade x em função do preço y; 


b) a expectativa de unidades a serem vendidas se o preço for de R$ 5,00. 


137 


Nenhuma parte desta publicação poderá ser reproduzida por qualquer meio ou forma sem a prévia autorização da Editora Ibpex. A violação dos direitos autorais é crime estabelecido na Lei nº 9.610/1998 e punido pelo art 184 do Código Penal 


138 


SOLUÇÃO: 


a) Como, na função original, a variável que está isolada no primeiro mem- 
bro (à esquerda do sinal de igual) é a variável y, dizemos que y está 
dado em função de x. Para obter a quantidade x em função do preço y, 


deve-se ter a variável x isolada no primeiro membro. Portanto: 


300 


1 3+0,25x 


> y . (3 + 025x) = 300 > 3y + 0,25xy = 300 > 


300 - 3y 300  3y 
= DX 
0,25y 0,25y 0,25y 


0,25xy = 300 — 3y > x > 


1200 
x= Pc 12, que é a função procurada. 


1200 
Resposta: A quantidade x em função do preço y é dada por x= Eu 12 


b) Para calcular a expectativa de venda para o preco de R$ 5,00, basta 
substituir o preco (y) pelo valor dado. Dessa maneira, tem-se: 


1200 
xe cT x- n > x=240 -12 => x - 228 


Resposta: Se o preco for de R$ 5,00, espera-se vender 228 unidades. 


3) Em uma indústria, a função receita total é dada por R(x) 23. x? 5. x * 150, 
e a função custo total por C(x) = x + 200, sendo x a quantidade produzi- 


da. Determinar: 
a) a função lucro; 
b) o lucro para 50 unidades produzidas e vendidas. 
SOLUÇÃO: 


a) Para determinar a função lucro, deve-se subtrair da função receita o 
custo total de fabricação. Assim: 


L (x)= R(x)- C(x) 

L (x)=3.x?+5.x+ 150- (x + 200) 
L(9=3.x2+5.x+ 150- x - 200 
L(x)23.x*4.x-50 


Resposta: A função lucro procurada é L (x) »3. x? € 4. x — 50. 
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OBSERVAÇÃO: ao substituir a função custo, deve-se ter o cuidado de colocá-la 


entre parênteses. Isso é necessário para que não se cometam erros de sinais. 


b) Para o cálculo do lucro produzido por 50 unidades, produzidas e ven- 
didas, basta substituir x por 50. Dessa forma: 


L (x)=3.x?+4.x- 50 

L (50) = 3. (50? + 4 . (50) - 50 
L (50) = 3 . (2500) + 200 — 50 
L (50) = 7500 + 200 — 50 

L (50) = 7650 


Resposta: O lucro produzido pela fabricação e venda de 50 unidades do 
artigo será de R$ 7.650,00. 


4) Uma fábrica apresenta um custo fixo da ordem de R$ 24.000,00 por mês. 
Sabendo-se que cada unidade produzida tem um custo de fabricação 
de R$ 180,00, e preço de venda de R$ 420,00, determinar: 


a) a função custo total; 

b) a função receita total; 

c) a função lucro; 

d) o ponto de equilíbrio mensal da fábrica; 

e) a produção necessária para obter um lucro de R$ 80.000,00. 
SOLUÇÃO: 


a) A função custo total será dada pela soma dos custos das unidades pro- 
duzidas com os custos fixos. Assim: 


C(x) = Cy . x + Cy em que x representa a quantidade produzida. 
C(x) = 180 . x + 24 000 
Resposta: A função custo total é dada por C(x) = 180 . x * 24 000. 


b) Para obter a função receita total — faturamento —, deve-se multiplicar o 


preço de venda pela quantidade vendida. Assim: 


R(x) =p . x, em que p representa o preço de venda, e x a quantidade. 
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R(x) = 420 . x 
Resposta: A função receita total será dada por R(x) = 420 . x 


c) A função lucro é obtida por meio da diferença entre as funções receita 
total e custo total. Dessa maneira: 


L (x) = R(x) - C(x) 
L (x) = 420 . x — (180 . x + 24 000) 


L (x) = 420 . x — 180 . x — 24 000 


L (x) = 240 . x - 24 000 
Resposta: A função lucro procurada será L (x) = 240 . x — 24000. 


d) O ponto de equilíbrio é aquele que determina o ponto de vendas 
para o qual a fábrica não está tendo lucro nem prejuízo. Duas par- 
tes compõem o ponto de equilíbrio: a componente quantitativa e a 
componente financeira. Para encontrar a componente quantitativa, 
igualam-se receita e custo totais. Assim: 


R(x) = C(x) 
420 . x = 180 . x + 24000 


420 . x — 180 . x = 24000 


240 . x = 24 000 
24000 
a A 
240 
x=100 


Para o cálculo da componente financeira do ponto de equilíbrio, deve-se 
substituir o resultado obtido com o cálculo da componente quantitativa ou 
na funcáo receita total, ou na funcáo custo total. Obtém-se entáo: 


R(x) = 420 .x ou C(x) = 180 . x + 24000 
R(100) = 420 . 100 C(100) = 180 . 100 + 24000 
R(100) = 42000 C(100) = 18 000 + 24000 


C(100) = 42000 
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Resposta: O ponto de equilíbrio mensal da empresa será obtido quando da 
venda de 100 unidades, com um faturamento de R$ 42.000,00. 


OBSERVAÇÃO: é possível escrever o ponto de equilíbrio como um par orde- 
nado, no qual a componente quantitativa figura em primeiro lugar, e a 
componente financeira, em segundo lugar. Desse modo, para o problema 


anterior, pode-se escrever o ponto de equilíbrio como: 
P.E. (100 ; 42.000) 


e) Como é dito que o lucro que se quer obter é de R$ 80.000,00, basta subs- 
tituir esse valor na função lucro e calcular a quantidade que deverá ser 
produzida e vendida. Assim: 


L (x) = 240 . x — 24000 
80000 = 240 . x - 24000 
240 . x - 80000 + 24000 


240 . x = 104000 


„ — 104000 
240 
x = 433,33... 


Resposta: Para obter um lucro de R$ 80.000,00, deve-se produzir e vender 
434 unidades (valor arredondado). 


OBSERVAÇÃO: é possível representar graficamente o ponto de equilíbrio de 
uma empresa. Para tanto, deve-se fazer: 


a) o eixo x (horizontal) de um sistema cartesiano representar a quantidade 
produzida e vendida; 


b) o eixo y (vertical) do sistema cartesiano representar os valores em reais; 


c) uma reta paralela ao eixo x representar os custos fixos, já que estes po- 
dem ser expressos por uma função constante; 


d) uma reta representar os custos variáveis (custo unitário de producáo 
multiplicado pela quantidade produzida), já que esta é uma funcáo li- 
near crescente; 


e) uma reta representar a receita da empresa, pois também pode ser con- 


siderada uma função linear. 
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Dessa forma, para o nosso exemplo, obtém-se: 


estabelecido na Lei nº 9.610/1998 e punido pelo art 184 do Código Penal. 


a prévia autorização da Editora Ibpex. A violação dos direitos autorais é crime 


ou forma sem 


valquer mei 


reproduzida por q 


Nenhuma parte desta publicação poderá ser 


4. 


Dadas as funções f(x) = 2x? — 6 e g(x) = 4x — 3, determine as funções 
compostas f(g(x)) e g(f(x)). 


Sendo f(x) = 5x — 1 e g(x) = 2x, determine o valor de f(g(-2)) e g(f(0)). 


Dadas as funções f(x) =x — 3 e g(x) = x? - 5x + 6, calcule quanto deve 
valer a variável x para que se tenha g(f(x)) = 42. 


Dadas as funções f(x) = x? + 4x — 5; g(x) = 2x + 1 e h(x) = 3x, determine: 


a) H(g(h(o)) 
b) g(f(h69)) 


2) 


) h (809) 
5. 


Um fabricante de um determinado artigo tem um custo fixo mensal de 
R$ 5.000,00, e um custo unitário de produção de R$ 150,00 por artigo 
produzido. Qual será o custo adicional mensal, quando a produção for 
elevada de 350 para 500 unidades? 


. Se cada artigo do problema anterior for comercializado por R$ 320,00, 


qual será o faturamento da fábrica no mês em que comercializar 250 
unidades? 


. Uma determinada indústria tem um custo fixo associado à produção 


da ordem de R$ 12.000,00 por mês. Se cada artigo fabricado tem um 
custo unitário de produção de R$ 18,00 e preço de venda de R$ 35,00, 
quantos artigos devem ser comercializados para a indústria ter um lu- 
cro de R$ 9.080,00? 


Em uma empresa, a função custo total é determinada pela função 
C(x) *3.x?-4. x + 180 reais. Com base nessa informação, calcule, 
em reais, qual é o custo médio de uma produção de 600 unidades. 


O custo unitário de produção de um determinado bem de consumo é 
de R$ 240,00, sendo o custo fixo associado à produção de R$ 18.000,00. 
Se o preço de venda for estipulado em R$ 440,00, determine a compo- 
nente quantitativa e a componente financeira do ponto de equilíbrio 
da indústria. 
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10. Um fabricante vende certo produto por R$ 84,00 a unidade. A empresa 
tem um custo fixo da ordem de R$ 5.520,00 e um custo unitário de pro- 
dução de R$ 38,00. Com base nesses dados, determine: 


a) Quantas unidades o fabricante precisa vender para não obter nem lu- 


cro nem prejuízo? 


b) Se forem vendidas 90 unidades, de quanto será o lucro (ou o prejuízo) 
do fabricante? 


c) Quantas unidades o fabricante necessita vender para obter um lucro de 
R$ 1.840,00 ? 


11. Uma indústria metalúrgica fabrica um determinado artigo, e apre- 
senta um custo fixo de R$ 8.500,00 por mês. Se cada artigo fabricado 
tem um custo de R$ 12,00, e o preço de venda é de R$ 26,00, quantos 
artigos a indústria deverá produzir e vender para ter um lucro mensal 
de R$ 16.000,00? 


12. Um fabricante de um determinado tipo de máquina tem um custo fixo 
de R$ 50.000,00 e um custo variável de R$ 150,00 por máquina produzi- 
da. Sabe-se que cada máquina é vendida por R$ 250,00. 


a) Encontre o custo total da fábrica para produzir 500 máquinas. 


b) Calcule o custo adicional para quando a produção for elevada de 500 


para 800 máquinas. 
c) Quantas máquinas poderão ser produzidas a um custo de R$ 80.000,00? 
d) Determine a função receita total. 
e) Qual é o faturamento gerado por 1.200 máquinas? 
f) Determine a função lucro. 
g) Qual é o lucro resultante da produção e venda de 800 máquinas? 


13. O custo unitário das máquinas de lavar louça da Companhia Lave Bem 
S.A. é de R$ 185,00, sendo o custo fixo associado à produção igual a 
R$ 20.000,00. Se o preço de venda de cada máquina é igual a R$ 350,00, 
determine: 
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a) a função custo total; 

b) a função receita total; 

c) a função lucro total; 

d) o ponto de equilíbrio; 

e) a produção necessária para a obtenção de um lucro de R$ 55.000,00. 


14. Uma empresa estima que o faturamento total obtido com a venda de x 
máquinas por ano seja dado pela função R(x) =x? + 52x + 1.824. 


a) Qual deve ser o nível de venda para que o faturamento seja de R$ 
393.024,00? 


b) Qual será o faturamento obtido com a venda de 2.000 máquinas? 


15. Uma indústria produz 1.000 unidades de um bem de consumo, sendo o 
lucro bruto obtido pela venda da produção igual a R$ 30.000,00. Sabe- 
-se que o custo fixo de produção é R$ 15.000,00 e que o preço de venda 
de cada unidade do bem é R$ 80,00. Calcule: 


a) o custo unitário de produção; 
b) o ponto de equilíbrio; 


c) a produção necessária para um lucro de R$ 23.925,00. 
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Nesta obra, a noção de LIMITE será estudada a partir de um ponto de vista 
mais intuitivo, e não do estudo matemático mais rigoroso. Tal procedi- 
mento proporcionará ao leitor um tratamento mais prático e aplicado 
desse conteúdo. 


Todas as pessoas têm uma noção intuitiva do que seja limite. A sociedade 
lhes impõe uma série de limites, como os de velocidade, das cotas que 
regulam compras no exterior, entre outros. 


Na matemática, a ideia de uma variável aproximando-se de um valor limite 
é dada em geometria elementar, quando se estabelece a fórmula para a de- 
terminação da área de um círculo. Veja como isso é feito. 


Considera-se que se tem inscrito em um círculo um polígono regular de 
n lados. Aumenta-se, então, o número de lados desse polígono, fazendo-o 
crescer indefinidamente. À medida que o número de lados cresce, a área 
do polígono inscrito também cresce, tendendo a um limite. Que limite é 
esse? O limite é a área do círculo. 


Para entender a noção intuitiva de limite de uma função, será analisado o 
comportamento da função f(x) = 3 . x + 5 quando o valor da variável inde- 
pendente x se aproximar do valor 4. Essa aproximação será feita de duas 


formas: por valores inferiores e por valores superiores a 4. 


Quando são atribuídos à variável x valores inferiores a um determinado 
número, no caso 4, diz-se que se está fazendo uma aproximação pela es- 
querda do número, ou seja, que se está fazendo x tender a 4 pela esquerda. 
Escreve-se: 


x > 4” (lê-se: x tende a 4 menos ou x tende a 4 pela esquerda) 


A tabela a seguir faz com que a visualização da situação exposta seja com- 


preendida de forma mais clara. Observe: 


x E | 3,5 | 3,9 | 3,99 | 3,999 | 3,9999 | x4 


f(x) E 15,5 | 167 | 16,97 | 16,997 | 16,9997 | f(x) > 17 


Quando se atribuem à variável x valores superiores a um determinado 
número, no caso 4, diz-se que se está fazendo uma aproximação pela 
direita do número, ou seja, que se está fazendo x tender a 4 pela direita. 


o art. 184 do Código Penal 


alquer meio ou forma sem a 
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2 
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Escreve-se: 
x > 4* (lê-se: x tende a 4 mais ou x tende a 4 pela direita). 


Montando-se uma tabela para obter uma melhor visualização, obtém-se: 


x | > | 4,5 | 4,1 | 4,01 LE 4,0001 | x4 


f(x) | 20 | 18,5 | 17,3 | 17,03 [17,003] 17,0003 | f(x) > 17 


Nota-se, em ambos os casos, que, quando x tende a 4, f(x) tende a 17. 


Como f(4) 2 3. 4 +5 = 17, pode-se dizer que, quando x tende a 4, f(x) tende 
a f(4) = 17. 


É possível obter valores de f(x) tào próximos de f(4) quanto se queira, bas- 
tando para isso escolher um valor para x suficientemente próximo do valor 


4, com o grau de aproximação desejado. 


Ao fazer a variável independente x tender a 4 pela esquerda, percebe-se 
que o valor de f(x) tende a 17. Nessa situação, diz-se que o limite lateral 
esquerdo da função que está sendo examinada, f(x) = 3. x + 5, é o número 
17, e pode-se escrever: 


lim f(x) 217 lim (3x+5) = 17 


x>4 Bu x4 


Do mesmo modo, se a aproximação do valor 4 se der pela direita, pode-se 
dizer que o limite lateral direito da função examinada, f(x) =3 . x + 5, ten- 
de a 17. Escreve-se então: 

lim f(x) 217 lim (3.x 4-5) 2 17 


+ + 
x>4 ou x>o4 


Quando os dois limites laterais de uma funcáo forem iguais, é dito que 


existe o limite da função naquele ponto. 


No caso do exemplo, como os limites laterais esquerdo e direito são iguais, 
existe o limite da função f(x) = 3. x + 5 quando x tende a 4, e esse limite é 
igual a 17. Escreve-se: 

lim f(x) = 17 lim (3.x £5) 217 


x4 eni x4 
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2 
Será analisado, agora, o comportamento da função f(x) = E quando a 


variável x tender a zero, por valores inferiores e por valores superiores. 


e Quando x tende a zero por valores inferiores 


x | 1 | 0,5 | 01 | 0,01 | 0,001 | 0,0001 | x>0 


f(x) | 2 | 8 | 200 | 20.000 | 2.000.000 | 200.000.000 | f(x) > too 


Observa-se que, conforme x se aproxima do valor estabelecido (zero) por 
valores inferiores a ele, o valor da função cresce cada vez mais, ou seja, O 
limite lateral esquerdo, quando x tende a zero, é igual ao infinito. Pode-se 
escrever: 


lim zn +00 
lim f(x) =+00 xe 
x0 x0 
ou 
e Quando x tende a zero por valores superiores 
Como a variável independente x está elevada ao quadrado, obter-se-á uma 


tabela bastante parecida com a tabela anterior. Observe: 


x 1 | 0,5 | 0,1 | 0,01 | 0,001 | 0,0001 | x0 


fc) | 2 | 8 | 200 | 20.000 | 2.000.000 | 200.000.000 | f(x) > +00 


Portanto, o limite lateral direito da função quando x tende a zero, por 
valores superiores a ele, também é igual ao infinito. Dessa maneira, 
pode-se escrever: 


lim r3 =+00 
lim f(x)=+00 xo 


x>0* x>0* 


ou 


Como os limites laterais são iguais, diz-se que existe o limite da função no 


ponto que se está examinando, ou seja, x = 0. Indica-se por: 


lim E =+00 
lim f(x)=+00 x). 


x>0 -— 
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A figura a seguir mostra o comportamento da função nos casos examinados. 


-1 08 06 04 02 0 0,2 04 06 08 1 


: E n 2 " E 
Se for feito raciocínio semelhante para a função f(x) =-—, serão obtidos 
x 


os limites laterais: 


Portanto, é possível dizer que existe o limite no ponto x = 0, e esse limite 
pode ser escrito: 


" x5 
lim f(x) 2 —o ni D DM 


x>0 Gui x>0 


: " 3x42 : blo 
Seja a função f(x) = ——— . Seu comportamento quando x cresce indefini- 
x 
damente, ou seja, quando x tende a um valor extremamente grande, que 


será denominado de INFINITO POSITIVO OU MAIS INFINITO, será: 


151 


Nenhuma parte desta publicação poderá ser reproduzida por qualquer meio ou forma sem a prévia autorização da Editora Ibpex. A violação dos direitos autorais é crime estabelecido na Lei nº 9.610/1998 e punido pelo art 184 do Código Penal 


152 


x | 1 | 10 | 100 | 1.000 | 10.000 | 1.000.000 | X > +00 


f(x) | 5 | 32 [302 | 3,002 | 3,0002 | 3,000002 | f(x) > 3 


Nota-se que, quanto mais o valor de x cresce, mais o valor da funcáo se 
aproxima do valor 3. Pode-se indicar essa situação por: 


li 3x+2 -3 
lim f(x) -3 uu dra 


X > +00 ou X — +00 


Verificar-se-á, neste momento, como se calcula o limite de algumas funções 
matemáticas específicas. Nào há o interesse de efetuar o procedimento de 
cálculo para todos os tipos de funções matemáticas existentes, mas tão 
somente para as que são mais largamente utilizadas nos cursos de Admi- 
nistracáo de Empresas, Ciéncias Contábeis e Economia. 


Limite da função polinomial 
Uma função polinomial é aquela que pode ser escrita na forma 
- -1 =2 
fl)=a,.x"+a,.x" ira, .x"?+.ta, 


O cálculo do limite de uma função polinomial pode ser separado em duas 
partes. 


1º caso — quando x tende a um valor real conhecido, ou seja, x — a. 


Nesse caso, o limite de uma função polinomial será obtido calculando-se o 


valor numérico da função para x = a. Assim: 


lim f(x) = f(a) 
x>a 


Exemplos resolvidos 
Calcular os limites das funções polinomiais dadas a seguir: 


1 3 2 
a) lim (2.39 - 3.x?*5.x- 1) 


x22 
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Para obter-se o valor desse limite, basta calcular o valor numérico da fun- 
ção quando a variável independente x for igual a 2. Logo: 


lim (2.x?-3.x?*5.x- 1) =2.(2-3.(2)+5.(2)-1 
x>2 
=2.8-3.4+10-1 


=16-12+10-1 
= 26-13 
=13 


b) lim(3.x* -7.x*3) 


x>-—2 


Para este exemplo, deve-se substituir a variável independente por 2. Veja: 


lim (3.x2-7.x+3) =3.(2)-7.(2)+3 
x2-2 
=3.4-7.(-2)+3 
=12+14+3 
=29 
1 2 
c) lim (x? - 2) 
x0 


Neste exemplo, a variável será substituída por 0 (zero). 


lim (x? - 2) = (0? -2 


x0 


2º caso — quando x tende a um valor extremamente grande, o infinito, ou 
seja, x — oo. 


Neste caso, o limite da função polinomial será obtido substituindo-se a variá- 
vel independente x por ee apenas no termo de maior grau da função, aquele 


termo que possui o maior expoente da variável independente. Assim: 
1 = n n-1 n-2 = n 
lim f(x) = lim (a, . x" + a, ta x + +a )= lim (aj. x”) 


x > oo x > oo x > 00 
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Exemplos resolvidos 
Determinar o valor dos limites abaixo: 


a) lim(5.x?-4.x?+10.x-9)= lim (5 . x?) =5. (+00)? 


x > too x > too 
- 5. (+00) 
= +00 
b) lim (5-4.x+x2+4.x)=lim (4 . x?) -4.(-eoy 
x > -00 x > —00 =4. (00) 
= oo 


Limite da funcáo racional 


Uma funcáo racional é aquela que pode ser escrita na forma 


ijs p(x) ou fs aha rag? ka, 


q(x) box" boa + box"? +...+ bm 


O estudo do limite de uma função racional também será separado em duas 
partes. 


1º caso — quando a variável independente x tende a um valor real conhe- 
cido, ou seja, x > a. 


Para esse caso, calcula-se o limite de uma função racional, substituindo-se 
o valor da variável independente x por a. Assim: 


lim p(x) 
lim f(x) “Jim ES | xoa pla) 
xoa -. 409) Tim q(x) - q(a) 


Xa 


Xa 


Exemplos resolvidos 


Calcular os limites das funções racionais dadas abaixo: 


. [82-2x45| | 8.1? -2.- 45 
a) lim z 2 
x“+3x+1 (-1)* -3.-1) -1 
x-1 
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3.1+2+5 
1-3+1 


10 
-1 


--10 


b) lim | e |- E e 
x^ -3x «4 (5)* -3.(5)+4 
x5 


1545 
25-1544 


20 
14 
10 


c) lim | 


x51 


x2+3x-4 (12 +3.(1)-4 
x -2x2+3x-2] (y -2z0y 48.1) -2 


14+3-4 
1-243-2 


Y 
0 


: 0, r : E : 
Como o resultado obtido [5] é um valor indeterminado, nào se pode acei- 


tá-lo como resposta. Utiliza-se, então, uma técnica, um recurso matemático, 
para “levantar” a indeterminação, ou seja, fazer com que o resultado não 


mais seja indeterminado e, portanto, possa ser aceito. 


Essa técnica consiste em dividir o numerador e o denominador da função 
racional original pelo binômio x - a, calculando-se, em seguida, o limite da 


nova função racional obtida como resultado da divisão. 
OBSERVE: 


e Dividindo-se o numerador pelo binômio x - 1. 
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— + x x+4 
4x-4 
Ax + 4 
0 


e Dividindo-se o denominador pelo binômio x - 1. 


x É2x?-3x-2 x-1 


+ x? x-x-2 
-x? + 3x-2 
x? +x 
2x — 2 
—2x +2 
0 


Calculando-se o “novo” limite, utilizando-se os resultados das divisões, 


tem-se: 
2 
de E +3x-4 E lim | E | o es 
x" -2x^ +3x-2 x. -xp2 (D =(0+2 
x1 x1 
- 1+4 
1-1+2 
- É 
2 


Agora, o resultado do limite nào é mais uma indeterminação. 


Caso ainda persistisse a indeterminação, haveria a necessidade de efetuar outra 
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divisão pelo binômio x - a, até que o resultado não fosse mais indeterminado. 


As sete indeterminações 


B 
3 
2 
5 
2 


Ao calcular o limite de uma função, pode-se encontrar como resultado 
uma das seguintes indeterminações: 


0 
Ty. = 
? 9 
2) 2 

oo 
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2º caso — quando x tende ao infinito, ou seja, x — oo, 


Nessa situação, calcula-se o quociente do limite do termo de maior grau 
do numerador pelo limite do termo de maior grau do denominador. 


aaa 
O 7 box” 
x> 0 x>0 


lim f(x) lim 


X — 00 


Após identificar os termos de maior grau do numerador e do denominador, 


não se pode esquecer de efetuar as simplificações, sempre que possível. 


E conveniente saber as igualdades simbólicas, as quais envolvem opera- 
ções com números extremamente grandes ou extremamente pequenos, ou 
seja, os infinitos (positivo e negativo). Dentre essas igualdades, encontram- 


-Se aS SETE INDETERMINAÇÕES. 


Assim, se m for um número real qualquer, obtêm-se as seguintes igual- 


dades, ainda que simbólicas: 

1) m + (+09) = too 

2) (+00) + (+00) = +00 

3) (+00) + (-00) = nada se pode afirmar inicialmente (indeterminação) 
4) (600) + Ceo) = co 

5) (too). (+00) = +00 


6) (+00). (700) =-00 
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5 
E 
E 
8 
8 
H 
3 
3 
g 
H 
3 
g 
E 
n 
E 
E 
H 
3 
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7) m. (+00) = +00 sem > 0 
8) m.(t+too)=7cosem<0 


9) oo. 0 = nada se pode afirmar inicialmente (indeterminação) 


16) 5 =nada se pode afirmar inicialmente (indeterminação) 


17) 2 =nada se pode afirmar inicialmente (indeterminação) 


19) nr ?-0 
20) 0: =0 
21) 0 =+00 


22) (+º0)m = 400 

23) (xe9) "20 

24) (seo) = +00 

25) (+œ) ^ -0 

26) 0? = nada se pode afirmar inicialmente (indeterminação) 

27) (+00)? = nada se pode afirmar inicialmente (indeterminação) 


28) 1*^- nada se pode afirmar inicialmente (indeterminação) 
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Exemplos resolvidos 


2. 2 
4x^ -3x+1 Ax? 


X +00 X +00 
2 
Como po é uma fração algébrica que, após a simplificação, fica igual a 2, 
4x 
tem-se que: 
2 
lim E = lim 2 =2 
x 
X — +0 
X to 
4 2 4 
= 2 
2) lim 2x 2x+6 | _ lim ad 
x^ 2x47 x 
x>-00 x>-00 
lim 2x? 
x > —oo 
-2.(-eoy 
=2. (+00) 
= +00 
3 um [2245-6 ) tim 63 
-— AE 3 
4x? - 5x? +2x+9 a 
X>+00 X > +00 
= lim (E) 
4x 
X — +00 
EE: 
(+00) 
uH 
+00 
=0 
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x : 2 lim f(x) 
Uma função f(x) é contínua em um ponto c quando =f(c) 
x>cC 
Para verificar se uma função é contínua ou não em um determinado ponto 
c, é necessário estudar f(x) nesse ponto c do seu domínio, à direita e à es- 


querda do ponto. Isso significa que se deve verificar quatro condições: 


1º: deve existir f(x) real e finito 


m f(x) 


> ct 


=f(c) 


2º: deve existir 


lim f(x) 
3º: deve existir . =f(c) 
XC 


lim f lim f 
4%: deve-se ter J a (9 
X—c x>c 


=f(c) 
Caso f(x) não seja contínua no ponto c, diz-se que o ponto c é um ponto de 
descontinuidade. 


Em outras palavras, se uma das quatro condições anteriores não for satis- 


feita, diz-se que a função é descontínua no ponto c. 


Exemplos resolvidos 


2 
x“+1 

1) Verificar se a função f(x) = = E é contínua no ponto de abscissa 1, ou 
x 


seja, no ponto x - 1. 
Ao fazer a análise das quatro condições, obtém-se: 


(^41 141 2 
(07-3 1-3 -2 


a) f(1)- =-1 


: a +1 
b) lim f(x) lim EUNTES 2 4 


x>] ni 1-3 1-3 -2 
— 


2 
y z x^ +1 
c) lim o) tm | 7 ) üy«1 141 2 


` == =-1 
= -3 1-3 -2 


xo1 
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lim f(x) lim f(x) 


= =f(D)=-1 
xol xol (1) 


d) 


Como as quatro condições foram satisfeitas, a função f(x) é contínua no 
ponto 1. 


T r x -3x+4 , ; . 
2) Verificar se a função f(x) = MICRO M é contínua no ponto de abscissa 2, 
x- 


ou seja, no ponto em que x =2. 
Fazendo a análise das quatro condições que devem ser verificadas, obtém-se: 


2 
_OP-3(2)+4_4-6+422_. 


f(2 
SIND (2)-2 2-2 0 
p Em fX) lim E d Q-3Q)44 4-644 2 4 
x2 » (27)-2 27-2 0 
x>2 
2 
lim f(x) lim La Curs (27 -3(2')+4 4-644 2 
c) + = x-2 = E = =+00 
x> 2 k (27)-2 2-2 0 
x2 
d) lim f(x) lim f(x) 


x>2* x>2 


Como nem todas as condições se verificaram, a função é descontínua no 


ponto 2, e a descontinuidade é infinita. 


OBSERVAÇÃO: graficamente, é fácil verificar se a função é contínua ou des- 
contínua. Se for contínua, seu gráfico pode ser traçado sem que se tire 
a caneta do papel. No caso de ser descontínua, há uma interrupção no 
gráfico da função, o que obrigaria, no momento de traçar o gráfico, a tirar 
a caneta do papel. 
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Determine o valor dos limites relacionados abaixo: 


2. lim (O -2x* 4 222 - 5x? +x-3) 


X—-—00 
5x? - 8x 49 
3 m z 
7x7 +2x-3 
x>0 


x* - 5? «e x? - 5x 42 


. lim 
3 | 3x42 


X — —o0 


1-2x 43x? +x’ 


6. lim 
E +2x! - 333 42x? - Ax £5 


X +00 


x -3x+1 
2x? +4x+3 
x>-3 


7. lim 


15. Verifique se a função f(x) 


8. 


12. 


14. 


. lim 


. lim 


. lim 


lim (8x? -5x+4) 


x>-00 


2x? -5x+2 


lim 
2x° - 3x? -6x+8 
x>2 


6x? - Ax? +5x-7 


1-2x+8x? -3x° 
X 00 


Ax? 4 5x-3 
2-3x4 5x? 
X — 00 


2x? -7x 46 
4x? - 11x? + 6x 
x92 


lim 


4x? -9x 4 2 
3x? — 8x? + Ax 
x2 


2 
- 5.(x^ -9) 
x-3 
x>3 


li 


4 , ; 
— — é contínua no ponto de abscissa 1. 
x 
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O estudo da derivada está relacionado com a determinação da reta tan- 
gente a uma curva y = f(x) em um determinado ponto dado. Tal estudo foi 
desenvolvido por Isaac Newton e por outros matemáticos do século XVII, 
possibilitando a resolução de problemas que envolvem a determinação da 


reta tangente a uma curva e, ainda, taxas de variação. 


Também se apresenta relevante o estudo da derivada nos ramos da mate- 
mática aplicada, tais como Administração, Ciências Contábeis e Economia, 


conforme será visto posteriormente. 


Dada a função y = f(x) definida no intervalo (a, b) e dois pontos, x ex + Ax, 
0 0 
pertencentes a esse mesmo intervalo, sendo Ax um acréscimo sofrido na 


variacáo da variável independente x, conforme a figura abaixo: 


f(x, + Ax) = y, + Ay 


fx) = y, 


0 a x X, * Ax b i 


Pela figura, percebe-se que os valores correspondentes a x, e a x, * Ax sáo, 
respectivamente, f(x) = y, e f(x, + Ax) = y, + Ay, ou seja, quando o valor 
da variável independente x passa de x, para x, + Ax, o valor da função f(x) 


passa de y, para y, * Ay. 


O quociente entre Ay e Ax é denominado de TAXA MÉDIA DE VARIAÇÃO DA 


FUNÇÃO e vale: 


Ay _ f(xg - Ax) - f(xo) 
Ax Ax 


Essa taxa expressa a variação média sofrida pelos valores da função entre 
OS pontos x, e x, * Ax. 
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Seja a função definida no intervalo (a, b), e x, um ponto desse intervalo. 


O limite 


lim 


Ay _ lim f(xg + Ax) — f(xo) 
X Ax 
Ax > 0 Ax > 0 


quando existe, é denominado de DERIVADA DA FUNÇÃO f(x) NO PONTO x, 
Diz-se, então, que a função f(x) é derivável no ponto Xy 


A notação utilizada para dizer que a função é derivável no ponto x, é 


f(x); dt (x); y'(x) ou dy x). 
dx dx 


Exemplo resolvido 


Considerando-se a função f(x) = 3x? e o ponto x, = 2, determinar a derivada 


dessa função nesse ponto. 


Calculando-se a taxa média de variação entre o ponto x, =2e x, + Ax=2 + 
Ax, obtém-se: 


Ay  f(xg- Ax)-f(xgo) A 
Ax Ax 


Ay f(2*Ax)-f(2) a 
Ax — Ax 


Ay _3.(2+Ax)"-3.(2P + 
Ax Ax 


Ay _ 3.(4+4.Ax+Ax?)-3.(4) E 
Ax Ax 


Ay 12+12.4x+34x2 -12 ., 
Ax Ax 


Ay 12.Ax+ 34x? 
Ax Ax 


> 


Ay Ax(12+34x) 5 


Ax Ax 
A 

DF 212+3Ax 
Ax 
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Ao calcular o limite quando Ax tende a zero, tem-se: 


tim 2Y lim (12+Ax) 


ne =12+0=12 
Ax>0 Ax>0 


Ou seja, a derivada da função f(x) = 3x? no ponto x, = 2 é f(x,) = f'(2) = 12. 


Seja f(x) uma função derivável em todo ponto x do intervalo (a, b). A fun- 
ção que a todo x associa o número f'(x) é denominada de FUNÇÃO DERIVADA 
de f(x) em (a, b). 


A função derivada pode ser denotada por f'(x); " f(x); y' ou dy . De todas 
x dx 


as notações, a mais utilizada é a primeira, sendo esta a que será usada 
neste livro. 


Exemplo resolvido 
Qual é a função derivada da função f(x) = 3 . x2? 


Ay  f(xo- Ax)- f(xo) == 
Ax Ax 


2 2 
Ay _ 3.(x+Ax)" -3.x E 
Ax Ax 


Ay _ SU dA + A) A 
Ax Ax 


Ay 3x) *6xA.* 3. Ax? - 3.x? 
Ax Ax 


> 


2 
Ay _ 6.x.A.+3.Ax " 
Ax Ax 


Ay _ Ax.(6x+3.Ax) EN 
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E o limite quando Ax > 0, será: 


lim AY. lim (6x+Ax) 
x = 0 =6x+0=6x 
Ax > 0 Ax 


Portanto, a função derivada da função f(x) = 3x? é f(x) = 6x. 


Não serão desenvolvidas as regras de derivação para todas as funções 
matemáticas, mas tão somente as mais utilizadas nos cursos de Adminis- 
tração de Empresas, Ciências Contábeis e Economia. 


Assim, para evitar o uso da definição no cálculo das derivadas de funções, 
deve-se utilizar as chamadas REGRAS DE DERIVAÇÃO, que facilitam o traba- 
lho, agilizando o processo de obtenção das derivadas pretendidas. 


Derivada da função constante 


Seja uma função constante f(x) = k, k e R. A sua derivada vai ser sempre 
igual a zero. 


f(x) = k (k e R)>f()=0 


Exemplos resolvidos 
a) f(x)=7 > f(x)=0 
b) g6)= -2 =869=0 
c) y=-8 >y =0 
Derivada da função potência 


Seja uma função f(x) = x". A derivada dessa função será obtida por meio 


da fórmula matemática 

f(x) =x">f0)=n.x"* 
Exemplos resolvidos 
a) fx)=x! >f(9=4. 


b) f(x)= x. Esta funcáo náo está na forma de uma poténcia, mas pode 
ser transformada em um poténcia, assim: 
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1 1 1, 1 12 1 d 
f(x)2x? > f(x)2-—x? > f(x)2—x? f(09)==x? > 
2 2 2 
1 ' 1 
(x)j2 —— —f(x)- 
f'(x) 1 ( ) 2x 


2x2 


1 "— ; n 
c) y =. Esta função não está na forma de uma potência, mas pode ser 
X 


transformada em uma potência, assim: 
-3 


1 
yex?of(x2--3.x?'!2f(9--3.x*'2f(9--3. d —fo9-—-r 
x 


Derivada de uma função multiplicada por uma constante 


Se uma função está multiplicada por uma constante, para encontrar 
a derivada dessa função, basta multiplicar a derivada da função pela 


constante, ou seja: 
f(x) =k. go) 2 f'6) - k . g'(x) 
Exemplos resolvidos 


a) f(x) 24.50 > f(x) 4. (3.x) S f(x) 2 12.xX? 
12x? 


b) f(x) = 4 xó> f(x)- 4 (659) S ff9- - 
f (x) =-4x 


Derivada da soma ou da diferença de funções 


Se houver uma soma (ou diferença) de funções, a derivada dessa função 
será a soma (ou diferença) das derivadas das funções que compõem a fun- 


ção primitiva, ou seja: 


f(x) = u (x) + v (x) > f'(x) = u'69 + v'69 
ou 
f(x = u (x) - v (X) > f'(x) = u’ (x) - v(x) 


Essa regra pode ser escrita de uma maneira mais simples e abreviada, que é: 


f0) =u+v >f (x =u +v 
ou 


f0) =u-v >f (x =u -v 
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Exemplos resolvidos 

a) f0)=42+5x-7>f(09=4.2x2-1+5.1x1-1-0> 
f'(x) *8x! - 5x? > f(x) =8x +5 

b) f(x)2 5x! 3x? c 20 -x*1— 
f(x)*5.4x'*-1-3. 3071 «2.297! - 1. 1x! 1*0 
f(x) = 20xº - 9x2 + 4x! - 1x2 + 0 > 


f(x) = 20x? —-9x2+4x — 1 


Derivada de um produto de funções 


Se uma função for composta por um produto de outras funções, a deriva- 
da dessa função inicial será determinada utilizando-se a seguinte regra 
de derivação: 


f(x) = u(x) . v(x) > f(x) = u'69 . v(x) + u(x) . v(x) 
Essa regra pode ser escrita de uma maneira mais simples e abreviada: 


f(x) =u.v>f0)=uw.v+u.v 


Exemplos resolvidos 

a) f(x) = (2x? - 3x +5). (4x +7) 

Fazendo: u=2x-3x+5>u'=4x-3 
v=4x+7>v'=4 

Logo: 

f()-u.vtu.v'2 

f(x) = (4x -3) . (Ax + 7) + (2x? - 3x + 5). (4) > 

f'(x) = 162 + 28x - 12x — 21 + 80 - 12x +20 > 


f'(x) = 24x? + 4x- 1 


b) y260-2x)). (3x! - 20 + 4x - 5x + 6) 
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Fazendo: u=x)-2xX>u'=3x]-4x 

v =3xt-— 2x? + 4x? — 5x + 6 > v'=12x?-6x?+ 8x - 5 
Então: 
y =u .v+u.v > 
y' = (3x? - 4x).(3x* — 220 + 4x? — 5x + 6) + (x — 2x2) (12xº — 6x2 + 8x — 5) 
y = 9xº — 6?* 12x* — 15x? + 18x? - 12xº + 8x* — 16x + 20x? — 24x + 12x$ — 
66 + 8x! - bó — 24x? + 12x — 16 + 10x? > 


y' = 21xº - 48xº + 40x! — 52xº + 48x? — 24x 


Derivada de um quociente de funções 


Se uma função é o quociente de outras duas funções, a derivada dessa 
função inicial será determinada ao se fazer uso da seguinte regra de 
derivação: 

x) 


f(x) E > f'(x) = 


u'(x).v(x) - u(x).v' (x) 


Fo]? 


De uma maneira mais simplificada, pode-se escrever: 


u.v-u.v 
y) 


= = £09 


Exemplos resolvidos 


a) f6)- £09= 2 


x? +5x+2 
Fazendo: 


u=x+2>u'=1 
v=x+5x+2> v =2x+5 
Tem-se, então, que: 


u'.v-u.v 


2 
=> f(x) > fG9- 1.(x^ - 5x 4 2)- (x - 2).(2x +5) " 
V 


(x? +5x+ 2)? 


x? +5x+2-2x° -5x-4x-10 
x! + 5x? +2x2 45x? +25x? +10x+2x? +10x+4 


f'(x)= 
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2ax*-4x-8 


f bo = 
09 x? 4 10x? 4 29x? +20x+4 


3 — 
passe eom 
5x-3 
Fazendo: 
u=30+2x-5 > u'=9x)+2 
v=5x-3 >v =5 


Tem-se, então, que: 


uv-uv' | (9x? +2).(5x-3)-(3x? +2x-5).(5) M 


fog= 5 => f09 TELS 


_ 45x? - 27x! 4 10x - 6 - 15x? - 10x +25 
25x? - 30x +9 


f'(x) 


] 30x? - 27x? +19 
f()- DHT 
25xº — 30x49 


Derivada da função exponencial 


Se uma função for uma função exponencial (aquela que possui variável 
independente no expoente), a sua derivada será dada pela aplicação da 
seguinte regra de derivação: 


fb)=a(a>0ecazD>f()=a. /na 


Exemplos resolvidos 

a) f(x)=6 >f(x)=6*. !n6 
b) f(x) 22 2 f(x) Z7. 4n2 
CASO PARTICULAR 


No caso de a base da função ser o número de Euler (e), base do logaritmo 


natural, a aplicação dessa regra de derivação será restrita a: 


f(x) = >f0)=e. Zn e > f'(x) = e .1 => f(x) = e 
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Percebe-se que a função inicial e a função derivada, nesse caso, são iguais. 


Derivada da função logarítmica 


Se a função inicial for uma função logarítmica, a sua derivada será calcula- 
da mediante a aplicação da seguinte regra de derivação: 


1 
x.(na 


fo) -log x (a»0ea*1) > f'(x) = 


Exemplos resolvidos 


j 1 
a) f(x) =1l08,x > f'(x) = 
) 109 slog x> f= 
1 
b) f(x) = log x > f'(x) = 
) f(x) = log x 2 f(x) EIS 


OBSERVAÇÕES: 


Quando não aparecer a base do logaritmo, como no exemplo anterior, 
deve-se lembrar que se trata da base 10. 


Se o logaritmo for um logaritmo natural, aquele de base e (número de Eu- 
ler), a aplicação da regra de derivação ficará: 


1m a (dac a Linda 


x.(ne x.1 x 


f(x) = (nx > f(x) = 


Regra da cadeia 


A derivação de uma função composta é conhecida como REGRA DA CADEIA. 


Sejam u (x) e v (x) duas funções deriváveis e f(x) = u (v (x)) ou, em uma ou- 
tra notação de função composta, f(x) = (u o v) (x). Para calcular a derivada 


da função composta, deve-se fazer: 
f(x) = u(v69) > f'(x) = u'(v69) . v) 
ou de uma maneira simplificada: 


f(x) = ulv) > f692u'(v).v' 


Exemplos resolvidos 


a) f(x) = o2 2)? 
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Fazendo: 

f(x) = u(v(x)), tem-se que u(v(x)) = v? e v(x) =x? +2, portanto: 
u-v?-u-10.v? 

v=x+2>v'=2x 

fO)=u(v).v>f(6)=10.vº.2x 

Substituindo-se v por x? + 2, encontra-se: 

f(x) * 10. (x? + 2» . 2x 2 f(x) = 20x . G2 € 2p 


OBsERVAÇÃO: não será desenvolvido (x? +2)”, porque seu desenvolvimento 
ficaria por demais extenso. 


b) f(x) = log.(3x? + 2x) 
Fazendo: 
f(x) = log u(x), tem-se que: 


u 2 3x? * 2x 2 u' = 6x + 2, portanto: 


1 


f(x) == — — —-.u' e, substituindo-se u’ pelo seu valor, encontra-se: 
(3x, * 2x)./n 5 
f x)= — p . wm. mem 6x +2 
(9) (3x? +2x).£n 5 ( 
f'(x) 6x+2 


“Bx? +2x). (n 5 


As aplicações de derivadas em problemas de Administração, Ciências 
Contábeis e Economia exigem o conhecimento das seguintes definições: 


Receita total é a receita (faturamento) obtida pela multiplicação do preço 
de venda de um artigo ou produto pela quantidade vendida. 


R(x)=p.x 


Custo total é custo de produção de x unidades do artigo ou produto. Nor- 
malmente, é obtido pela soma do custo unitário de produção multiplicado 
pelo número de unidades produzidas com o custo fixo de produção. 
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C(x)2 C,.x* C, 
Receita média é a receita gerada pela venda de x unidades. 


RMe (x)= RC9 
Xx 


Custo médio é o custo médio de producáo de cada unidade do artigo ou 
produto. 


CMe (x) = cx 


Lucro é obtido ao produzir e vender x unidades do artigo ou produto. 
L 69 = R69 - C(x) 


Receita marginal é a taxa de acréscimo na receita total, em relação ao 
acréscimo na produção. E a expectativa de aumento no faturamento, gera- 
da pelo aumento de x unidades do artigo ou produto. 


NEED 


=R (x) 
Custo marginal é, no nível de produção de x unidades, o custo para a pro- 
dução de uma unidade a mais do artigo ou produto. 


Cmg(g = I - c (y 
dx 
Elasticidade de demanda é, aproximadamente, a variação percentual na de- 


manda que corresponde à variação de 1% no preço do artigo ou produto. 


p dx 


— x i dp 
Exemplos resolvidos 


1) Sendo o custo para produzir x unidades de um determinado artigo 
dado pela função C(x) = 0,06x? + 0,03x + 60 reais, com uma produção 


diária de 20 unidades, determinar: 


a) o custo adicional quando o nível de produção passar de 20 para 21 
unidades; 


b) o custo marginal para 20 unidades. 


Nenhuma parte desta publicação poderá ser reproduzida por qualquer meio ou forma sem a prévia autorização da Editora Ibpex. A violação dos direitos autorais é crime estabelecido na Lei nº 9.610/1998 e punido pelo art 184 do Código Penal 


SOLUÇÃO: 


a) Cp = C(21) - C(20) 
C,» = [0,06 . (21)? + 0,03(21) + 60] - [0,06(20) + 0,03(20) + 60] 
C,» = [0,06 . 441 + 0,63 + 60] - [0,06 . 400 + 0,60 + 60] 

C,p = [26,46 + 60,63] — [24 + 60,60] 
Cp = 87,09 — 84,60 
C p =2,49 


Resposta: O custo adicional é de R$ 2,49. 
b) CMg69 = C' (x) 

CMg(x) = 0,06 . 22071 + 0,03 . 1x! ^! € 0 
Mg(x) = 0,12x + 0,03 

Mg(20) = 0,12 . (20) + 0,03 


Mg(20) = 2,40 + 0,03 


C 
C 
C 
CMg(20) - 2,43 


Resposta: O custo para produzir uma unidade a mais do produto quando 
a produção for de 20 unidades é de, aproximadamente, R$ 2,43. 


OBSERVAÇÃO: é bom salientar que R$ 2,43 é um valor muito próximo de 
R$ 2,49, sendo, portanto, indiferente o uso de um cálculo ou de outro. 


2) Sendo x = 500 — 0,5p a função de demanda de um determinado bem de 
consumo, em que x representa a quantidade demandada e p o preço 


unitário, determinar: 
a) a receita total em função da quantidade demandada; 
b) a função receita marginal; 


c) a receita marginal para 50 unidades. 
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SOLUÇÃO: 


a) R(x)=p.x— para determinar a função receita em relação à quantidade 
produzida, deve-se substituir o preço unitário p na fórmula. Para tanto, 


deve-se isolar o p na função de demanda que o enunciado forneceu. 


500 1x 


x = 500 — 0,5p = x + 0,5p = 500 > 0,5p = 500- x => P=05705 E 
p = 1.000 - 2x 
Assim: 


R(x) = (1000 — 2x) . x 2 R(x) = 1000x - 2x? 
Resposta: A função receita procurada é R(x) = 1000x — 2x2. 
b) RMg(x) = R' (x) 

RMg(x) = 1000. 1x!-*-2.2x?-! 

RMg(x) = 1000 — 4x 
Resposta: A função receita marginal é RMg(x) = 1000 — 4x. 
c) RMg(x) = 1000 — 4x 

RMg(50) = 1000 — 5 . (50) 

RMg(50) = 1000 — 200 

RMg(50) = 800 
Reposta: Espera-se arrecadar R$ 800,00 com a venda de 50 artigos a mais. 


3) Uma indústria que fabrica pegas automotivas tem sua funcáo custo to- 
tal representada pela função C(x) = 5x? — 3x? - 8x, em que x representa a 


quantidade produzida. Com base nesse fato, determinar: 
a) a função custo marginal; 
b) o custo médio para uma produção de 20 unidades; 


c) o lucro para 20 unidades, sabendo-se que a função receita é representa- 
da pela função R(x) = 8x? - 15. 


SOLUÇÃO: 
a) CMg(x)= C (x) 


CMg(x)=5.3x)1-3.2x21- 8. 1x0! 
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CMg(x) =15x2- 6x! - 8. x? 
CMg(x) = 15x* - 6x - 8 
Resposta: A função custo marginal será dada por CMg(x) = 15x? - 6x - 8. 


5x? - 3x? — 8x 


b) CMe (x) = 
X 
3 2 
CMe (20) = S0) - 320 -8(20) 
20 
CMe (20) = 58000-3.400-160 
20 
CMe (20) = 40000-1200 160 
20 
CMe (20) = 28640 
20 
CMe (20) = 1932 


Resposta: O custo médio de produção para 20 unidades é de R$ 1.932,00. 


c) L 69-2 R()- C09 


L (x) = $90 - 15 - (bó - 3x? — 8x) 


L (x) =8x?- 15- 5x? + 3x? + 8x 

L (x) =3x? + 330 + 8x - 15 

L (20) = 3 (20) + 3 (20} + 8 (20) - 15 
L (20) = 3 . 8000 + 3 . 400 + 160 — 15 
L (20) = 24000 + 1200 + 160 — 15 


L (20) = 25345 


Resposta: O lucro obtido com a comercialização de 20 unidades é de 


R$ 25.345,00. 


4) A quantidade x e o preço p de certo bem de consumo estão relaciona- 


dos pela seguinte função de demanda: x = 1200 — 4p. Determinar: 
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a) a elasticidade de demanda em função do preço; 

b) a elasticidade de demanda quando o preço for de R$ 200,00. Interpretar; 
c) a elasticidade de demanda quando o preço for de R$ 50,00. Interpretar; 
d) a elasticidade de demanda quando o preço for de R$ 150,00. Interpretar. 
SOLUÇÃO: 


a) Para poder calcular a elasticidade de demanda em função do preço, 
deve-se substituir a quantidade x na função elasticidade de demanda. 


Assim: 
pe spy Boo P e. P 
x dp "i 1200- 4p 1200- 4p 
NE 
300-p 


Resposta: A elasticidade de demanda em função do preço é dada pela função 


(P 
300-p 


b) Sendo p = 200, tem-se: 


E yS 2a >E 2 m 
300- p 300 — 200 100 


INTERPRETAÇÃO: 


Quando o preço for de R$ 200,00, um aumento de 1% no preço produzirá 


uma redução de demanda da ordem de, aproximadamente, 2%. 


Quando | E | > 1 (módulo de E maior que 1), a redução percentual da 
demanda é maior que o aumento percentual no preço > demanda elástica 


em relação ao preço. 


c) Sendo p = 50, tem-se: 


MEE A E. ES A A O 
300-p 300-50 250 
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INTERPRETAÇÃO: 


Quando o preço for de R$ 50,00, um aumento de 1% no preço produzirá 
uma redução de demanda da ordem de, aproximadamente, 0,2%. 


Quando | E | < 1 (módulo de E menor que 1), a redução percentual da 
demanda é menor que o aumento percentual no preço > demanda inelás- 
tica em relação ao preço. 


d) Sendo p = 150, tem-se: 


p 150 150 
E=- E= E=-— >E=-1 
300-p ^ 300-150 ^ ^ 150 ^ 


INTERPRETAÇÃO: 


Quando o preço for de R$ 150,00, um aumento de 1% no preço produzirá 
uma redução de demanda da ordem de, aproximadamente, 1%. 


Quando | E | = 1 (módulo de E igual a 1), a redução percentual da deman- 
da é, aproximadamente, igual ao aumento percentual no preço > deman- 
da de elasticidade unitária em relação ao preço. 
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1. Calcule as derivadas das funções indicadas abaixo: 


a) f(x) = log(2x2?— 3x + 5) 


b) bjs ds x X4 
8 9 4 3 7 
c) g6923x!-2x? + x? 


d) y a ec-5 


e) f(x) = (4x2) . (8x — 5) 


o 3x? ed 
3-x3 


f) 80) 
g) y =V(5x? -3x+2)? 
h) f(x) = log, x - 2) 
i) y-WV5x«4 


p y*66-4?-*x).68 +5) 


2. Determine a derivada da função dada no ponto solicitado: 


a) f(x) = (220 -x + 2). (7x - 5), no ponto x =-1. 


É 472 
b) Gets nis F9x-59 mo ponto x-2. 
3x-2 


c) f(x) = (28 - 4x2 + 5x - 6)*, para x = -1. 
d) g(x) =3x* - 5x? + 4x- 6, para x = 2 


e) zt Maus 
d x 3 


3. O custo para produzir x unidades de um determinado artigo é dado 
pela equação C(x) = 0,075x? + 0,8x + 180 reais, sendo x a produção diária 


igual a 50 unidades. 
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b) 
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— <~ 


(e) 
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Obs.: efetue os cálculos com duas casas decimais. 


Calcule o custo adicional quando o nível de produção aumentar de 50 
para 51 unidades. 


Calcule o custo marginal para 50 unidades. Interprete. 
Determine a função custo médio. 
Calcule o custo médio para produzir 100 unidades. 


Sendo x = 80 — 0,16p a função de demanda de um determinado bem de 


consumo, em que x é a quantidade e p o preço, determinar: 
a função receita total; 

a função receita marginal; 

a receita marginal para 20 unidades. Interprete; 

a elasticidade de demanda em função do preço; 

a elasticidade de demanda para p = R$ 300,00. Interprete; 


a elasticidade de demanda para p = R$ 100,00. Interprete. 


. Seja C(x) = 725 + 7x +0,25x? a função custo total associada à produção 


de um determinado tipo de aparelho eletrônico, em que x representa a 
quantidade produzida. Determine: 


a função custo marginal, 
o custo marginal para 1.000 unidades; 
a função custo médio; 


caso existam, os valores de x para os quais o custo marginal seja zero. 


. Uma indústria que fabrica peças de refrigerador tem uma função custo 


total representada pela equação C(x) = 2xº + 6x? — 12x, em que x repre- 
senta a quantidade. Determine: 


a função custo médio; 
o custo médio para produzir 40 peças; 


o custo adicional quando o nível de produção aumentar de 50 para 51 
unidades; 
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d) o custo marginal para 50 unidades; 


e) a função lucro, sabendo que a função receita total é representada pela 
equação R(x) = 3x? + 4x2 — 3x. 


7. A quantidade x e o preço p de certo produto estão relacionados pela 
seguinte equação de demanda: x = 750 — 5p. 


a) Determine a elasticidade de demanda em função do preço. 


b) Calcule a elasticidade de demanda para um preço de R$ 100,00. Inter- 
prete, fornecendo o tipo de elasticidade que ocorrerá. 


c) Calcule a elasticidade de demanda para um preço de R$ 50,00. Interpre- 
te, fornecendo o tipo de elasticidade que ocorrerá. 


8. Determine a elasticidade de demanda para cada uma das funções de 
demanda relacionadas abaixo: 


a) x=24-0,6p 

2 

py =P 
5 


100 
9. Calcule a elasticidade da função demanda dada por x = o5 Parap= 10. 
Interprete. i 


10. Sabe-se que a função de demanda de um bem é dada por 2x + 3p = 50, 
sendo x a quantidade demandada e p o preço. Determine: 


a) a receita total; 
b) a receita marginal; 
C) a receita marginal para cinco unidades. Interprete. 


11. Sabe-se que o custo total de fabricação de x unidades de certo produto 
é dado por C(x) = 5x? + 2x + 125 reais. Determine o nível de produção 


para que o custo médio por unidade seja igual ao custo marginal. 


12. Sendo R(x) = 250x — 0,05x? a função receita total de venda de x bicicletas, 
determine: 


a) a equação de demanda; 
b) a função receita marginal; 


c) a receita marginal para 120 unidades. Interprete. 
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Cálculo integral 


184 


O cálculo integral* tem aplicações importantes em Administração de Em- 


presas, Ciências Contábeis e Economia, como veremos mais adiante. 


Foi analisado, no capítulo anterior, como calcular a derivada de uma fun- 
ção. Agora, será visto como se desenvolve o processo inverso, ou seja, como 
se determina a função matemática original a partir de sua derivada. A esse 


processo dá-se o nome de PRIMITIVAS OU INTEGRAÇÃO INDEFINIDA. 
Definição 


Uma função F(x) é uma primitiva ou integral indefinida de f(x) em um 
determinado intervalo (a, b), se, e somente se, F'(x) = f(x) para todo x per- 
tencente ao domínio de f(x). 


Exemplos resolvidos 

1) Seja F(x) = 2xº - 4x, e seja f(x) = 6x? — 4. 
F(x) é uma primitiva de f(x)? 

SOLUÇÃO: 


Para verificar se F(x) é uma primitiva de f(x), é preciso constatar se F” 
(x) = f(x). 


Determinando F’ (x). 

F (x)=6.x -4 

Então, F (x) = f(x). 

Logo, como F' (x) = f(x), conclui-se que F(x) é uma primitiva de f(x). 
OBSERVAÇÃO: uma função F(x) pode possuir mais de uma primitiva. 
Observe que a função G(x) = 2x? — 4x + 5 também é uma primitiva da fun- 


ção f(x) = 6 — 4, pois G’ (x) = 6x? - 4. 


* O desenvolvimento do cálculo integral se deve ao inglês Sir Isaac Newton (1642-1727) e ao ale- 
mão Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Apesar de terem produzido suas teorias em países 
diferentes, seus estudos, de forma independente, foram muito importantes para o desenvolvi- 
mento desse tópico da matemática, sendo considerados os seus criadores. 
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Com isso, conclui-se que, se F(x) for uma primitiva de f(x), qualquer outra 
função obtida pelo acréscimo de uma constante C à função F(x) também é 
uma primitiva de f(x). Do exposto, conclui-se que qualquer função acres- 
cida de uma constante pode ser uma primitiva de f(x), como é o caso da 
função G(x), ou seja, G(x) = F(x) + C. 


2) Verifique se a função F(x) = x? é uma primitiva da função f(x) = 5x*. 
SOLUÇÃO: 
Calculando-se a derivada da função F(x), obtém-se F'(x) = 5x*. 


Como F“(x) = f(x), conclui-se que F(x) = xº é uma primitiva de f(x) = 5x“. 


OBSERVAÇÃO: as seguintes funções também podem ser consideradas primi- 
tivas de de f(x) = 5x“: 


a) G(x)=xº+2, pois G'(x) = 5x”, ou seja, G'(x) = f(x); 
b) H(x)=x'-7, pois H'(x) = 5x*, ou seja, H'(x) = f(x); 
c) P(x)=x'+14, pois P(x) = 5x*, ou seja, P'(x) = f(x); 
d) Qo9- x? -242 , pois Q'(x) = 5x4, ou seja, Q'(x) = f(x). 


De maneira geral, pode-se dizer que uma função representada por F(x) =xº + C 


é uma primitiva da função f(x) = 5x*. 


Representação 


A representação de uma integração é feita com a utilização do símbolo f, 


cuja origem é a letra S da palavra soma. 


Se y = f(x), a derivada da função f(x) em relação à variável x será sy =f'x. Ao 


se isolar dy, obtém-se dy = f'(x) . dx dl 


Genericamente, escreve-se: 
| too dx =FG9 + C 
em que: 
e a função f(x) é a função a ser integrada, chamada de FUNÇÃO INTEGRANDO; 


e f(x) dx é denominado de INTEGRANDO; 
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e o símbolo dx indica a variável em relação à qual se está efetuando a inte- 


gração. No caso, é a variável x. Se aparecer dt, a variável será t; 
e Céaconstante de integração. 


OBSERVAÇÃO: em f (2 €) dt, a variável é t. Já em | (4 . t . x?) dx, a variável 
éx, e nào t. 


Então, dos exemplos anteriores, é possível escrever: 
f (69-4) àx-2e- 4x «C 


[ ex» dx=x+C 


Como integrar 


Da mesma forma como se procedeu em relação à derivação, não serão 
estudados todos os casos de integração, mas tão somente aqueles de 
maior utilização para os cursos de Administração de Empresas, Ciên- 


cias Contábeis e Economia. 


Para tanto, os processos de integração serão separados por tipos de 
funções matemáticas. 


Regras para as intregrais indefinidas 


x +C, paran e -1 


1) (88 4] B 
) [oe ax B 


2) ¡(Hex mixte C ,parax»0 


3) Sl : Jax-mixsat«c , para (x + a) > 0, com a = constante 
xta 

4) [edx-e«c 

5) | c.f(x) dx=c. | f(x) dx, para qualquer constante c 

6) JIE + 809] dx= f £(x) dx + | g(x) dx + C 


7) Jæ. na) dx=at+C 


8) [@ dx=- +C 
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9) [(E-logae] dx=log x + C, com x * 0 
10 [1dx- [a .x» dx=x+C 


Exemplos resolvidos 
1 


1) Calcule a integral da função f(x) 2 x* 


2) Calcule a integral da função f(x) = x 


[x dx =] à dx 


1 
—H 
[x dx- ¡Lx +C 
qa 
pon 
[| x dxe Lu 2 +C 
2 
A 
Jx dx 2 Z.x24C 
3 
2 
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J/xax- 5. «c 


| xax - A x+C 


3) Calcule a integral da função f(x) = 4x? — 6x? + 3x — 7 


f (6 - 6x2 + 3x 7) dx= | (4º) dx | (6x2) dx + f (3x) dx - [7 dx «C 
[ (e - 68 3x 7) dx=4. | (0) dx - 6. | (0) dx «3. [09 dx-7. fx? dx C 


[re -6e+3x 7) de= 4 ae eita 1 x1! -7 1 x +C 
+ + 


[ (e - 6x? 3x 7) dx= fat A A 
4 2 
J e - 6x? + 3x 7) dx xt - 20 + i .XÓ-7x4C 


OBSERVAÇÃO: para a solução de integrais de expressões com produtos e 
quocientes, deve-se transformar essas operações em outras, decompondo- 
-as conforme a necessidade. 


3 2 
2x^-5 
4) Calcule a integral da função f(x) = a Ed 7 


Como a função envolve um quociente, deve-se preparar a função antes de 
efetuar a integração. 


x" 42x^ -5x o x? Rs 5x 


X x X 


=x? +2x-5 


[E ax [ee +2x-5)ax 
X 


x 


(A =[(x")dx+2. [09 4x-5. f(x") ax 
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3 2 
€ res  Jax- 3 giae Bee 
x 3 


3 
5) Calcule a integral da função f(x) = 5.e* — = + 2 
x 


Its. pre =. ba s. [te dx-5. joasa (3 Jax 


5.e* dx=5.e* 3 L X?" +4. tnl 
3 3+1 


— 


3 
Í per ae debe A ioca suben 
3 x 34 
3 
Í prai cn d mem RC 
3 x 12 


2 


A 
3 x 


— 
JAR 


dx=5.e* pe £nixl+C 
12 


Aplicacáo de integrais indefinidas 


Já foi visto que o custo marginal - CMg - de uma empresa é a derivada da 
função custo total — C(x). Também a receita marginal - RMg(x) - é a deri- 
vada da função receita total. Assim, se forem conhecidos a receita marginal 
ou o custo marginal, pelo processo de integração se chegará à receita total 
ou ao custo total. Dessa maneira, pode-se dizer que: 


* Custo total: C(x) = | (CMg(x)) dx 
* Receita total: R(x) = | (RMg() dx 
Exemplos resolvidos 


1) Um fabricante verificou que o custo marginal da produção de n unida- 
des de certo produto é dado pela função CMg(x) = 12x? — 6x + 10 reais 
por unidade. Verificou, também, que o custo para produzir as duas pri- 
meiras unidades foi de R$ 400,00. Com base nesses dados, calcule o custo 
total para a produção das oito primeiras unidades do produto. 
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SOLUÇÃO: 
Cox) = f (CMg09) dx 
C(x) = [ (12xº-6x+10) dx 


C(x) =12. | 69) dx- 6 | 69 dx « 10 f 69) dx 


C(x) = 12. E q 
1+2 1+1 1+0 


C(x) = 2 $ A lac 
3 2 1 


C(x)= 4.x)-3.x2+10.x+C 


Como o custo das duas primeiras unidades foi de R$ 400,00, pode-se fazer 
a seguinte substituição: 


C()=4.-3.x2+10.x+C 

C(2)=4.2º3-3.22+10.2+C 

400=4.8-3.4+20+C 

400 -32 +12-20=C 

C=360 

OBSERVAÇÃO: esse valor de C representa o custo fixo da produção. 
Conclui-se, portanto, que a função custo total será dada por: 

C(x) = 4x? — 3x? + 10x + 360 


Logo, para o cálculo do custo de produção das oito primeiras unidades, 
deve-se fazer: 


C(x) = 4x? — 3x? + 10x + 360 
C(8) =4.8*-3.8?+10.8+360 
C(8)=4.512-3.64+80+360 
C(8) = 2296 


Resposta: O custo total para a produção das oito primeiras unidades do 
produto é de R$ 2.296,00. 
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2) Uma empresa tem a função receita marginal dada pela expressão 
matemática RMg(x) = 100 — 2x + x^. Determine a função receita total 
e quanto será o faturamento da empresa, se produzir e vender 200 


unidades do produto que fabrica. 
SOLUÇÃO: 
R(x) = | (RMg(9) dx 
R(x) = | (100 - 2x + x?) dx 
R(x) = 100 | (xº) dx - 2 . | 69 dx + | (2) dx 


R(x) = 1002037 A, T. 
1+0 1+1 1+2 


R(x)- EN RR a 
1 2 3 


3 
R(x) = 100x-x 45 + 


Como para x = 0, R(0) = 0, conclui-se que C = 0. Portanto, a função re- 
ceita total será: 


3 
R(x) = 100x — x? La 


Para o cálculo do faturamento obtido com a producáo e a venda de 200 
unidades do produto dessa empresa, basta substituir esse valor na fór- 
mula da receita total. 


x? 
R(x) = 100x- x? + 3 
3 
R(200) = 100 . 200 - (200)2+ (200 
3 


R(200) = 20000 — 40000 + 8000000 
3 


R(200) = 20000 — 40000 + 2666666,67 


R(200) = 2646666,67 


3 
Resposta: A função receita total é R(x) - 100x - x? + E: e o faturamento com 


a produção e venda de 200 produtos é de R(200) = 2.646.666,67. 
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A área como limite de uma soma 


Para entender o que é integral definida, há a necessidade de introduzir um 
conceito intuitivo. Imagine que se deseja calcular a área S limitada pela 
curva da função não negativa f(x), pelo eixo das abscissas (eixo horizontal) 


e pela retas verticais em quex=aex=b. 


Veja a figura 1. 


Figura 1 — Função y = f(x), contínua e não negativa 
y 


Para o cálculo da área S, com certo grau de aproximação, divide-se o intervalo 
fechado [a, b] em vários retângulos e calcula-se a área deles. A soma das áreas 
desses retângulos fornecerá um valor aproximado da área S. Veja a figura 2. 


Figura 2 - Área sob a curva da função y = f(x) dividida em retângulos 


y 


Observa-se que todos os retângulos têm o lado sobre o eixo igual a Ax = Bem. 
n 


Se for considerado, dentro de cada intervalo A x, um ponto qualquer 
X, (x, Xy Xy «e, X) e, a partir dele, for traçada uma reta vertical que cor- 


responde à altura do respectivo retângulo, ou seja, altura = f(x), tem-se, 
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então, que a área S é, aproximadamente, igual à soma das áreas dos n 


retângulos, ou seja: 
S = f(x) . Ax + f.) . Ax + f(x). Ax+ ... + f(x ) . Ax 


Verifica-se que, quanto maior o número de retângulos, mais a área S se 
aproximará do que foi definido como a área sob a curva dada. Pode-se, 
finalmente, definir a área no gráfico por uma função f(x), contínua e não- 
-negativa em [a, b], como sendo: 


g im [£o ) + f(x2) +... f£) ] Ax 
Hu n>ow 


A área S que acabamos de definir como sendo o lim Foa) +£(x2) +... + FO). Ax 
n>00 


corresponde a uma função contínua não negativa. 


Mas nem sempre é assim. Pode-se ter problemas limites de somas cujas 
funções não são não negativas. 


Definição de integral definida 


Seja uma função f(x), contínua no intervalo [a, b], dividido em n retângulos, 
com uma das dimensões igual a Ax = a e com a outra dimensão igual a 
y = f(x), em que x, é um ponto pertencente a cada lado Ax. A integral defi- 
nida nesse intervalo [a, b] é dada pelo lim £(x1). Ax + f(x). Ax +... + f(Xp). Ax 


no 
e é representada por: 


b lim [f(x,) + f(x,)+ f(x,) +... + £(x,)] Ax 

Í f(x)dx = i 

a n > o 

Deve-se observar que a é o limite inferior da integração, e b é o seu limite 


superior. 


Também é importantíssimo observar que a integral definida é um núme- 
ro, ao passo que a integral indefinida representa uma família de funções 


matemáticas. 
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Teorema fundamental do cálculo 


O teorema fundamental do cálculo permite calcular o valor de uma inte- 
gral definida de forma rápida e simples, e tem por função estabelecer uma 
relação entre diferenciação e integração. 


Para a sua utilização, entretanto, é necessário que se possa encontrar a anti- 


derivada da função. 
Seu enunciado é: 


Seja a função f(x), contínua no intervalo [a, b], na qual Í f(x) dx = F(b) - F(a), 
em que F é uma antiderivada de f(x) nesse intervalo, ou seja, F'(x) = f(x). 


Pode-se, ainda, representar a integral definida da seguinte forma: 


[i60 ax = Elx) f = F(b) - F(a) 


Exemplos resolvidos 
1) Calcular a integral definida da f(x) = x, no intervalo [2, 5]. 


SOLUÇÃO: 
5 


[fo ax =[ 09 dx = ES 


IS) dx =f) dx - 


[i60 dx = f(x) dx 2. 
" ms 221 
[co ax = [00 dx - 


fto dx =f% dx =10,5 


2) Calcular a integral definida da função f(x) = 4x? — 2x + 1, no intervalo 
[-1, 1]. 


SOLUÇÃO: 


ES) dx = fx -2x +1) dx 
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ES -2x41)dx- [ax dx -[e» dx «[o dx 
1 


f (à - 2x + 1) dx = x 
Ei 1 


INES 2x+1)dx=[t -1 [e - cay ]- [1-62 ] 


[tax -2x+1) dx=0-0+2 
la 

[ese -2x+1) dx =2 

-i 


3) Calcular a integral definida da função f(x) =xº + x*— x, no intervalo [1, 3]. 


SOLUÇÃO: 


ES dx =[(é +x*-x)dx 


6 5 2 
[oc «x xax [5 pam x 
1 6 5 


[oe ax ya (2,28 J A r 
pa 6 5 E/ES B 2 


"+: nf E , 1458 5) E 6 5) 


30 30 30 30 30 30 


[e +x ya (558) | x) 


“pe -x'-x)dx- cu icm 
1 30 30 
[066 *x' -4 E 

30 
[e bs des 2486 

15 
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1) [too ax =0 
2 b - a 
) [foo dx [foo dx 
3) [£60 dx = IS) dx + f(x) dx, paraa<b<c. 
a a b 
4) ES dx > 0 se f(x) > 0, considerando-se a € x < b. 


5) fto dx < 0 se f(x) <0, considerando-se a < x < b. 


Aplicações da integral definida 


As aplicações da integral definida são inúmeras. Verifique algumas dessas 
aplicações nos exemplos resolvidos, dados a seguir. 


Exemplos resolvidos 


1) Seja a função de demanda de certo produto dada por f(x) = 18 - 2x, em 
que f(x) é o preço do produto que os consumidores estão dispostos a 
pagar,e x é a quantidade do produto. Calcule o “excesso do consumi- 
dor”, quando o produto estiver sendo vendido a R$ 14,00. 


SOLUÇÃO: 


Inicialmente se traça o gráfico correspondente a essa situação, para que se 
possa visualizar o problema. 


y 


EC 


yi P (x, yj) 
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Já se sabe que a área abaixo da curva representativa da função y = f(x), li- 
mitada pelos eixos coordenados x e y, é dada por: 


p f(x)dx 


Sabe-se, também, que a área do retângulo de lados iguais a x, e y,, é dada 
pela expressão S =x, . y, 


Lembre-se de que o excedente do consumidor (EC) é a diferença entre o valor 
que o consumidor está disposto a pagar e o valor que ele efetivamente paga. 


No gráfico, essa diferença é representada pela parte da curva acima da 
linha horizontal, em que y = y,. 


Entáo, o cálculo para encontrar o excesso do consumidor (EC) será: 
EC = [ f(x) dx - S 
0 


Como y, - 14 (R$ 14,00), tem-se que x, vale: 


f(x) = 18 - 2x 
14 = 18-2x 
2x=18-14 
2x=4 

4 
Xm 

2 
x=2 


Logo, para y, = 14, temos x, = 2. 


Dessa maneira, o cálculo para encontrar o excesso de consumidor (EC) vai 
ficar: 


EC = [(18 2x) dx - x, y, 
0 
EC-(18x-x)|, -2.14 


EC-[(18.2-22) -18.0- 02] - 2. 14 


EC = [(86 - 4) - 0] - 28 
EC -32-28 


EC-4 
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Resposta: O excesso do consumidor é de R$ 4,00, ou seja, a diferença entre 
o valor que o consumidor está disposto a pagar e o que ele efetivamente 
paga, é de R$ 4,00. 


2) A função de demanda para um determinado artigo é f(x) = 11 - x?, e 
a função de oferta é f(x) = 3x + 1. Determine o excedente do produtor 
relativo a essa mercadoria, sabendo que y representa o preço unitário 


da mercadoria e x representa a quantidade produzida. 
SOLUÇÃO: 


E preciso determinar o ponto de equilíbrio para essa mercadoria. Para isso, 
deve-se resolver o sistema de equações composto pelas equações de de- 
manda e de oferta. Logo: 


y=11-x? 
y=3x+1 


>11-x=3x+1>x+3x-10=0 
Essa equação tem por raízes os valores x =5e x” =2. 


Como náo se pode ter quantidade produzida negativa, só será válido 
o valor x - 2. 


Para esse valor, y -3.2*1— y -7. 
Logo, o ponto de equilíbrio será (2, 7). 
O excedente do produtor será dado por: 


EP=Su [fco dx 


EPS yy [Gx«Ddx 


2 
EP= [Ru 
2 0 


er-u- (882. (20, 
2 2 


2 


EP - 14 - [8-0] 
EP-14-8 
EP - 6 


Portanto, o excedente do produtor é da ordem de R$ 6,00. 
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Graficamente, tem-se: 
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1. Calcule a integral indefinida das funções dadas abaixo: 


x? 


a) f(x)= 5 
b) f(x)=2x? -3x +5 


c) f(x)=e* m 
x 


1 
d) f(x)= $ 
e) f(x)=x -5 


g) f(x)=2x -x+1 


h) f(x)=3xt-2x?-7x+3 


2 
i) is +4x-6 
y 2x-3 
j) f(x)= am 

x 


2. Determine o valor das seguintes integrais definidas: 


c) MES 


d) fox - 5x? + 3x - 5) dx 


e) ES + 6x - 3) dx 


3. Calcule a área limitada pela curva de função f(x) = xà - 5x + 6 e o eixo x. 


4. Determine o valor da área limitada pela curva representada pela fun- 


ção matemática f(x) = x? + 2x? — 3x + 8, pelo eixo das abscissas e pelas 


retasx=2ex=5. 


5. A função custo marginal de determinado produto é dada pela expres- 


são matemática CMg(x) = 50 + 20x — 6x2. Se o valor do custo fixo da 


empresa que possui essa equação de custo marginal for da ordem de 


R$ 500,00, determine: 


a) a função custo total; 
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b) 


c) 


6. 


2 


10. 


a) 


b) 


a função custo médio; 
a função custo variável. 


Uma determinada empresa possui um artigo que tem função recei- 
ta marginal como sendo RMg(x) = 72 — 7x. Com base nesse dado, 
determine: 


a receita total proporcionada por esse artigo; 


a função demanda. 


. Em certa fábrica que produz x unidades mensais de um determinado arti- 


go, o custo marginal associado a esse artigo é CMg(x) = 5? — 2x? + 3x — 12 
reais. Determine a função custo total, sabendo que o custo fixo dessa 
fábrica é da ordem de R$ 5.000,00. 


. Uma indústria sabe que o custo marginal de produção de um determi- 


nado artigo é expresso por CMg(x) = 6x? — 4x + 600 reais por unidade 
produzida. O custo para produzir as três primeiras unidades foi de 
R$ 3.200,00. Determine o custo para produzir as 25 primeiras unidades 
desse artigo. 


. Uma empresa possui uma receita marginal dada pela expressão mate- 


mática RMg(x) = 0,75x? — 8x + 120. Determine o faturamento dessa empre- 


sa ao produzir e vender 500 unidades de um determinado artigo. 


Em uma indústria, um determinado produto de sua fabricação tem por 
função receita marginal a expressão matemática RMg(x) = 120 — 10x + 9x2, 
Com base nesse dado, determine: 


a função receita total; 


a função demanda desse produto. 


11. A função de demanda de um determinado artigo é dada por f(x) = 40 


— 5x. Se o preço de equilíbrio é da ordem de R$ 28,00, determine o exces- 
so do consumidor para esse artigo. 


12. A função de demanda de um produto é dada pela expressão matemá- 


tica representada por f(x) = 2x? + 3x — 20. A função oferta desse mesmo 
produto é dada pela expressão matemática f(x) = 5x + 4. Sabendo que y 
é o preço unitário e x a quantidade produzida e vendida, determine o 
excedente do produtor para esse produto. 
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1) 


a) AUB=[0,3,5,7,9,12, 15) 

b) CUD=(-1,0,1,2, 5) 

c) EUF - (-1, 0, 1, 2, 3, 4} 

d) GUH={1,0, 5, 

e) IUJ- (-3, 2, 1,0, 1, 2, 3, 4, 5, 
6,8) 


1,5) 


2) 

a) ANB=(7) 

b) CAD=(0, 1, 2) 
c) EnF - (0, 1) 

d) GaH-() 

e) InJ- (2, 2, 4, 6) 
3) 

a) A-B-10,3,5] 
b) C- D - (5) 

c) E-F- (2, 4) 

d) G-H=15,1,0) 
e) I-J= {8} 


4) Os únicos números que não 
fazem parte da união dos 
conjuntos A, B, C e D são os 
números 15 e —9. 


5) CnDnE=(6) 


6) B-E = (-13, 7, -6, -8, 5, 9, 10, 
20) 


7) (AUB)N(C-D)=() 

8) (BnA)n(CUDUE)=([-6, 4) 
9) 

a) B-A- (8, 2, 0,2, 4) 

b) B-A=(5,6,9,10, 13, 14) 
10) 


a) AXB-((,3) (1, 4), 2, 3), (2, 
4) 
1 1 
b) CXD-((5,5) (5-1) (1,5), 
(1, -1), (0, 5), (0, -1)} 


Capítulo 2 


1) 
a) A={1, 2,3, 4,5} 


b) B = {-2, -1, 0, 1, 2, 3, 4} 


2) 
a) A=(xe N | xé impar) 


b) B={x e Z | xé múltiplo de 
10) 


c) C=|xe NIxéparex< 100) 
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3 


~ 


Verdadeira 
4) Falsa 


5 


~ 


Verdadeira 
6) Falsa 


7 


-— 


Verdadeira 
8) Falsa 


9 


< 


Verdadeira 


10) Falsa 


a) -20 


b) +21 ou 21 
c) -24 


d) -201 


a) +30 ou 30 


c) +0,13 ou 0,13 


d) +7 ou 7 

e) +18 ou 18 

4) 

a) m.m.c. (36 e 60) = 180 

b) m.m.c. (18, 20 e 30) = 180 
c) m.m.c. (12, 18 e 32) = 288 
d) m.m.c. (3, 4, 25 e 60) = 300 


5) 


2 
1£ 
a) 5 
2 
b) -2— 
5 
c) 5— 


6) 
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13) 


a) 1.000.000 


b) 3.779.136 


c) 0,087791... 


14) 

a) 2.10: 

b) 7,8. 106 

c) 12.107 
d) 2,58 . 10% 
15) 

a) 1,2.10º 

b) 4,48 . 10! 
c) 2.10% 


16) 
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17) - en 
3 
18) a=3x+1 
19) 218 
20) 10? 


21) 


25) 4 
26) 4/6 
27) 1945 
28) -Š 
4 
29) 6/6 


30) 241 


Capítulo 4 
1) 
a) 22a? - 4ab 
b) xy + y? 
c) —56x*y* 
d) 2a? + ab — b? + 4ac - 2bc 


e) 2xº - 3x°y — 6xty — 9x2y? + 2x? — 
3xy 


f) 9x! 6x? +4x? - x 


g) 2a-3a?b?c +1 


a) 10x2-2x+5 

b) 4xey? +32xya? + 64a! 
c) 9a2b? - 4C 

3) 


a) 5a (3a — 5b) 
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E 


3x (a? - 2b + 4) 
4) 9-445 

5) 42.045 

6) 1+2x2+x* 

7) -54343 


8) a?-2 


b 


) CL 4) 


) (2,2) 


(e) 


7) 24 meninas e 40 meninos. 


oo 
= 


Uma receberá 5 bombons e a 
outra, 25. 


Ko) 
= 


outro percorreu 5.000 metros. 


10) Os números sáo 57 e 16. 
11) Os irmãos têm 20 e 13 anos. 


12) Luís deve R$ 13,00 a André. 
A despesa de André foi de 
R$ 19,00. 


b) x=-7ex"=4 
2 
c) x-1lex'- 3 
EP 1 Ef. m e e 
d) x Jex 1 


i x-0ex'-1 


D x=3/2 e x"=-34/2 


Um percorreu 2.500 metros, e o 
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14) O filho tem 2 anos. 

15) Os números são 3, 4 e 5. 
16) O número é 13. 
17)m=12 

18) p = 7 

19m =-80um=8 


20) m = -10 oum= 10 


a) x» 6ex*7 


b) x>-= 


e) x=4oux=-3 
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c) 3x+3y 
7) 2,1582 
8) 2,954 
9) 5,98 


10) 4,1136 


1 


< 


A área é de 108 cm?. 


2 


~ 


O perímetro do terreno é de 
300 m. 


3 


~ 


O lado do quadrado maior 
vale 20 cm. 


4 


~ 


A área é de 144 cm?, e o perí- 
metro é de 56 cm. 


5 


~ 


A área é de 384 cm? e o perí- 


metro é de 96 cm. 


6 


~ 


Falta preencher um espaço de 


5 m? do canteiro. 


7 


-— 


A área da piscina é de 36 m?, e 
a área a ser calçada é de 64 m?. 


8 


~ 


A diagonal menor vale 10 m. 


9 


< 


A área é de 129 cm”, e o perí- 
metro é de 43,7 cm. 


10) Poderão ser retirados seis cír- 
culos completos, e a área não 
aproveitada será de 794,24 cm? 
ou 0,079424 m?. 


11) A dona de casa gastará R$ 
927,44 com a troca de cortina. 


12) Deverão ser encomendadas 
seis caixas. 


13)0 perímetro externo da fábri- 
ca é de 90 m. 


14) O custo do tampo da mesa 
será de R$ 117,08. 


15) Aproximadamente 48,5%. 


1) V=1.800 cm? 
2) V=2.592 cm? 


3 


~ 


3,7125 m? 


4 


~ 


5.359,38 litros 
5) 512 cm? 

6) 

a) 130.222,08 cm? 
b) 165.888,00 cm? 
c) 35.665,92 cm? 


7 


-— 


265,2672 n? 


8 


~ 


1,57 mililitros 
9) R$ 127,40 

10) 305.208 litros 
11) 

a) 2.688 m? 


b) 26.880 m? 
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c) 22.848 m? 
12) 
a) 52 caixas 


b) 0,8424 cm? 


1) A relação é uma função, eo 
conjunto imagem é Im = [-3, 
-1, 1, 3, 5) 

2) 

a) b 

b) a 


c) D (f) = (3, 2, 1, 0, 1, 2] 


d) CD (f) = (-6, 5, 4, -3, -2, -1, 
0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9, 10) 


e) Im = (-5, 2, 1, 4, 7, 10) 


3) f(x *3) 22x * 12 


a) Df) -Ix e RI) xt 
b) D(f)=R 


co) D(f)* x eR x«l, 


A 


d) D(f) =x «3 

e) D(f)=|xeRix+5) 

f) D(f)* x eRIxe4ex»5) 
g) D(f- (x e RIx«z] 


h) D(f) =fx e RI x» 5] 


5)a 
6) O lucro será de R$ 1.500,00. 


7) A população será de 25 mil 
habitantes. 


8) São injetoras as funções g e h. 
9) 

a) A função é par. 

b) A função é ímpar. 


10) A função matemática é 
f(x) = 80 . x? — 44 . x? + 6, cujo 
domínio é dado por 
3 
= P Ip 
D(f)= (x e Rilx> 19^ 


11)c 

12) A função é y = 25x - 115. 

13)A raiz é x= E e o coeficiente 
linear é b 7 5. 

14a 

15) 


a) As raízes ou zeros são x = -2e 


x" -5 
b) A raiz ou zero é x = —6. 


C) Asraízes ou zeros são x'= 


x" =2, 


e 


w |= 


16) 


a) A expressão matemática que 
representa a função é 
y = 4x?- 20x + 24. 
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b) O ponto no qual o gráfico 
intercepta o eixo das 
ordenadas é (0, 24). 


c) As coordenadas do vértice sáo 


Xy =2 ey,=-1. 


17) 


o 1 
a) As coordenadas são x, =-—— e 
4 
13 
roog 


b) As coordenadas do vértice são 
x= ley,- 4. 


c) As coordenadas do vértice são 
x-4ey,=-25. 


18) O valor de f(0,5) é zero, ou 
seja, £(0,5) = 0. 


19) A lei de formação é 
f(x) =-2x - 2. 


20) Os valores dos parámetros 
sáo:a-leb--5. 
pítulo 10 


1) f(g(x)) = 32x? - 48x +12 e 
g(£09) = 8&2 - 27 


2) f(g(-2)) - -21 e g(f(0)) = 2 
3) x=-10ux=12 

4) 

a) f(g(h 69)) = 36x? + 36x 

b) g(f(h (x))) = 182 424x - 9 


c) h(f(gG))) = 12x + 36x 


5) R$ 22.500,00 

6) R$ 80.000,00 

7) 1.240 artigos 

8) R$ 1.796,30 

9) P. E. (90; 39.600) 
10) 


a) O fabricante necessita vender 
120 unidades para não ter 


nem lucro nem prejuízo. 


Bs 


O fabricante terá um 
prejuízo de R$ 1.380,00 ao 


vender apenas 90 unidades. 


c) Para obter o lucro desejado, 
basta o fabricante vender 160 


unidades. 


11) A indústria deverá fabricar e 
vender 1.750 artigos para ter o 
lucro de R$ 16.000,00. 


12) 


a) O custo para produzir 500 má- 
quinas será de R$ 125.000,00. 


= 


O custo adicional será de R$ 
45.000,00. 


c) Poderão ser produzidas 200 


máquinas. 


e 


R(x) = 250 .x 


© 
— 


R(1.200) = 300.000, ou seja, 
o faturamento gerado por 
1.200 máquinas será de R$ 
300.000,00. 
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f) L(x) = 100x — 50.000 


g) L(800) = 30.000, ou seja, o lu- 
cro produzido com a fabrica- 
ção e venda de 800 máquinas 
será de R$ 30.000,00. 


13) 

a) C(x) = 185. x + 20.000 
b) R(x) -350. x 

c) L(x) = 165 . x - 20.000 


d) P. E. (122; 42.700) - valores 
arredondados. 


e) 455 unidades - valor 
arredondado. 


14) 

a) 600 máquinas. 
b) R$ 4.105.824,00. 
15) 


a) O custo unitário de produção 
é de R$ 35,00. 


b) P. E. (334; 26.720) — valores 
arredondados. 


c) A producáo deverá ser de 865 


unidades. 


7 
D À 
> 
2) —-oo 


3) 3 


14) 30 


15) A funcáo náo é contínua no 
ponto de abscissa x = 1. 


4x-3 
(2x? - 3x+5).£n 10 


a) £(x) = 


c) g'(x) =-3x*+ 4x3 — 3x* 
d) y =4.e%5 
e) f(x) = 144x? - 256x + 92 


A bj -2x? +32x-6 
e 9-6x? «x* 


y (30x-9). 45x? - 3x42 
2 


8) y 
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EA 5 

B) £69 7 3 

yo E — 
33/(5x + 4? 


j) 8x — 24x" + 25x! + 4x° - 60x? + 5 
2) 


a) 95 


41 
16 
c) -373.388 


b) 


3) 
a) O custo adicional é de R$ 8,38. 


b) CMg(x) = 8,30. Interpretação: 
o custo para produzir uma 
unidade a mais do produto, 
quando a producáo for de 
50 unidades é de, 
aproximadamente, R$ 8,30. 


c) CMe (9 = 0,075x + 0,8 4.180 
x 
CMe (100) = 10,10. O custo 
médio para produzir 100 
unidades é de R$ 10,10 por 


unidade. 


A 


4) 
a) R(x) = 500x - 6,25x ? 


b) RMg(x) = 500 — 12,5x 


c) RMg(20) = 250. Interpretação: 
espera-se arrecadar R$ 250,00 
com a venda de 20 artigos a 
mais. 


dj Esc 
500-p 


e) E--1,5. Interpretação: quan- 
do o preço for de R$ 300,00, 
um aumento de 1% no preço 
produzirá uma redução de 
demanda da ordem de, apro- 
ximadamente, 1,5%. Demanda 


elástica em relação ao preço. 


f) E=-0,25. Interpretação: quan- 
do o preço for de R$ 100,00, 
um aumento de 1% no preço 
produzirá uma redução de de- 
manda da ordem de, aproxi- 
madamente, 0,25%. Demanda 


inelástica em relação ao preço. 
5) 
a) CMg(x) = 7 + 0,5x 
b) CMg(x) = 507 
c) CMe(x) = 725 +7+0,25x 
d) x=14. i 
6) 
a) CMe(x) = 2x? + 6x - 12 
b) CMe(40) = 3.428 
c) Custo adicional = 15.896 
d) CMg(50) = 15.588 


e) L(x) = x°- 2x2 + 9x 
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7) 


a) E=- P 
150-p 
b) E=-2. Para um acréscimo de 


1% no preco, ocorrerá uma 
redução na demanda de, 
aproximadamente, 2%. 


Elasticidade elástica. 


c) E=-0,5. Para um acréscimo de 
1% no preço, ocorrerá uma 
redução na demanda de, 
aproximadamente, 0,5%. 


Elasticidade inelástica. 


8) 
pa 
40-p 
2 
Dg mS 
25-p 


9) E- -P ; E=-0,67. Para um 
p+5 
acréscimo de 1% no preço, 
ocorrerá uma redução na de- 


manda de, aproximadamente, 


0,67%. Elasticidade inelástica. 


10) 


2 
a) R(x) = 50x — 2x 
3 


b) RMg69 = TS 


c) RMg(5) = 10. Para um acrés- 
cimo na produção e venda de 
cinco unidades, ocorrerá um 
acréscimo na receita de, aproxi- 
madamente, R$ 10,00. 


11)x=5 

12) 

a) x=5.000 — 20p 

b) RMg(x) = 250 - 0,1x 


c) 


1) 


1) 


j) 


RMg(120) = 238. Para um 
acréscimo na produção e venda 
de 120 unidades, ocorrerá um 
acréscimo na receita de, 
aproximadamente, R$ 238,00. 


X uà 4+5x+C 
2 


e*+4nlxl+€ 


|| 
-— +C 
pe 


3 
O 8 
3 


x+4x-6.fnlx1+C 


CE 
x 
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2) 


64 
aj— 
E 


b) in1-in345 


46 

d) - 
5 
e) -12 


3) L u.a. (unidades de área) 


4) — u.a. (unidades de área) 


a) C(x) = 50x + 10x? — 2x? + 500 


b) CMe(x) = 50 + 10x — 2x2 + 200 


x 


c) C,=50x +10x - 2xº 


6) 
a) Ro) =72x- ZÉ 


b) p=72- 7X 
) P > 


4 3 2 
5000 


8 


~ 


O custo procurado é de R$ 
48.864,00. 


9 


< 


O faturamento será de R$ 
1.031.370,00. 


10) 
a) R(x)= 120x - 5x? + 3x9 
b) p= 120 - 5x + 3x? 


11) O excesso do consumidor será 
da ordem de R$ 40,00. 


12) O excedente do produtor será 
da ordem de 40,00. 
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Alguns tópicos matemáticos são instru- 
mento de uso constante no desenvolvi- 
mento da prática administrativa. Assim, 
este livro de matemática aplicada 
stina-se principalmente a estudantes e 
onais da área de administracáo de 
, com o objetivo de facilitar-lhes 
ão das questões mais recorrentes 
em suas atividades cotidianas. 


apítulos que compõem a obra, 
is são tratados, de forma clara e 
assuntos como a teoria dos 
garitmos, funções, cálculo 
centre outros, os autores 
a linguagem objetiva, 
e s ica da área. Coerentes 

facilitar a compreensão 
T ào propostos vários 
guem à resolução de 
\ lguns exemplos. 


om os programas 
st A ções de ensino 
os de Matemática 
ur N ferramenta 

bjetividade e 
> sentação dos 
1atemáticos. 
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